
Мiнiстерство освiти i науки України
Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна

Шань Марiя Олексiївна

УДК 517.956.4

УСУВНI ОСОБЛИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ АНIЗОТРОПНИХ
ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

01.01.02 – диференцiальнi рiвняння

АВТОРЕФЕРАТ
дисертацiї на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук

Харкiв – 2019



Дисертацiєю є рукопис.
Робота виконана в Донецькому нацiональному унiверситетi iменi Василя Стуса

Мiнiстерства освiти i науки України, м. Вiнниця.

Науковий керiвник: член-кореспондент НАН України,
доктор фiзико-математичних наук, доцент
Скрипнiк Iгор Iгорович,
Iнститут прикладної математики i механiки
НАН України (м. Слов’янськ),
директор.

Офiцiйнi опоненти: доктор фiзико-математичних наук,
старший науковий спiвробiтник
Шепельський Дмитро Георгiйович,
Фiзико-технiчний iнститут низьких температур
iм. Б. I. Вєркiна НАН України (м. Харкiв),
провiдний науковий спiвробiтник вiддiлу
математичної фiзики;

доктор фiзико-математичних наук, професор
Бокало Микола Михайлович,
Львiвський нацiональний унiверситет
iменi Iвана Франка МОН України,
професор кафедри диференцiальних рiвнянь.

Захист дисертацiї вiдбудеться 20 грудня 2019 р. о 16.40 на засiданнi спецiалiзо-
ваної вченої ради К 64.051.11 Харкiвського нацiонального унiверситету iменi
В. Н. Каразiна за адресою: 61022, м. Харкiв, майдан Свободи, 4, ауд. 6-49.

З дисертацiєю можна ознайомитися у Центральнiй науковiй бiблiотецi
Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В. Н. Каразiна за адресою: 61022,
м. Харкiв, майдан Свободи, 4.

Автореферат розiсланий 2019 р.

Вчений секретар спецiалiзованої вченої ради С. Ю. Iгнатович



1

ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Задача про усувнiсть особливостей розв’язкiв диферен-
цiальних рiвнянь в частинних похiдних привертає увагу великої кiлькостi науков-
цiв. Сформулювати її можна наступним чином. Нехай функцiя 𝑢 є розв’язком
деякого рiвняння на вiдкритiй пiдмножинi Ω в 𝑅𝑛 за виключенням однiєї точ-
ки. Задача полягає в тому, щоб продовжити функцiю 𝑢 на всю множину Ω, щоб
нова функцiя 𝑢̃ задовольняла цьому ж рiвнянню на всiй множинi Ω. Перша теоре-
ма усувностi особливостi була отримана Рiманом. У своїй докторськiй дисертацiї
вiн встановив усувнiсть iзольованої особливостi в точцi 𝑥0 для гармонiчної функ-
цiї двох дiйсних змiнних при умовi, що модуль градiєнту функцiї веде себе як
𝑜(|𝑥− 𝑥0|−1), коли 𝑥→ 𝑥0.

Довгий час проблема усувностi особливостей вивчалась тiльки для лiнiйних
рiвнянь та радiальних розв’язкiв рiвняння Лапласу з абсорбцiйним членом або
джерелом вигляду 𝑢𝑞. Значнi результати для цих рiвнянь були отриманi М. Пiкар-
дом, М. Гевреєм, М. Бочером, Д. Гiлбаргом, Дж. Серрiном, А. Соммерфелдом,
С. Чандрасекаром, Е. Хiллем та iншими. Поштовхом для подальшого розвитку
теорiї усувностi iзольованих особливостей стала робота Дж. Серрiна, який отри-
мав у 1965 роцi умови усувностi сингулярностей для квазiлiнiйних елiптичних
рiвнянь з дивергентною головною частиною. Рiзкий розвиток теорiї нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних у 80-х роках спричинив ще один
прорив - дослiдження нерадiальних сингулярних розв’язкiв рiвняння Лапласу з
абсорбцiйним членом або джерелом вигляду 𝑢𝑞, який був iнiцiйований Б. Гiдасом,
Д. Спарком, П. Л. Лiонсом та Л. Вероном. Пiсля цього було опублiковано багато
статей з урахуванням рiзних аспектiв задачi сингулярностi для вищезазначених
рiвнянь, а також для еволюцiйного рiвняння Лапласу з абсорбцiйним членом або
джерелом вигляду 𝑢𝑞. Серед науковцiв, якi отримали вагомi результати, можна
вiдмiтити Х. Брезiса, Д. Васкеса, Л. Верона, Л. Нiренберга, П. Бараса. Що сто-
сується нелiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь, то першi значнi результа-
ти усувностi особливостей пов’язанi з Х. Брезiсом, А. Фрiдманом, С. Камiном,
Л. Пелет’єром, В. А. Галактiоновим, С. П. Курдюмовим, А. А. Самарським та iн.

Останнiм часом спостерiгається зацiкавленiсть до вивчення розв’язкiв анiзот-
ропних елiптичних та параболiчних рiвнянь, якi застосовуються в моделюваннi
нелiнiйних фiзичних процесiв. Для цих рiвнянь якiсна теорiя ще не побудована,
тому доцiльним є їх дослiдження.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню асимптотичної поведiнки
розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь в околi сингулярної точки. Модель-
ними випадками таких рiвнянь є рiвняння анiзотропного пористого середовища
(1), зокрема з абсорбцiєю (2) та градiєнтною абсорбцiєю (3):
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де частина показникiв 𝑚𝑖 < 1, 𝑖 = 1, 𝑠 (сингулярний випадок), а iнша частина
𝑚𝑖 > 1, 𝑖 = 𝑠+ 1, 𝑛 (вироджений випадок).

Також розглянуто подвiйно нелiнiйне анiзотропне параболiчне рiвняння
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де 𝑚𝑖 > 1, 𝑝𝑖 > 2, 𝑖 = 1, 𝑛.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi математичного аналiзу i диференцiаль-
них рiвнянь факультету математики та iнформацiйних технологiй Донецького на-
цiонального унiверситету iменi Василя Стуса у вiдповiдностi до тематики прiори-
тетних дослiджень кафедри та в рамках державних науково-дослiдних робiт:

� НДР «Метричнi простори, гармонiчний аналiз функцiй i операторiв, сингу-
лярнi та некласичнi задачi для диференцiальних рiвнянь», номер державної
реєстрацiї - 0115U000136;

� НДР «Властивостi cингулярних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, спек-
тральний аналiз рiзницевих систем та моделювання нелiнiйних процесiв»,
номер державної реєстрацiї - 0118U003138.

А також частково у вiддiлi нелiнiйного аналiзу та рiвнянь математичної фiзики
Iнституту прикладної математики та механiки НАН України у вiдповiдностi до
тематики прiоритетних дослiджень вiддiлу.

НДР «Регулярнiсть та точнi поточковi оцiнки сингулярних розв’язкiв ква-
зiлiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь структури дифузiї-сильної нелiнiй-
ної абсорбцiї», що фiнансувалась Державним фондом фундаментальних дослiд-
жень згiдно договорiв:

№ Ф71/66-2016 вiд 12.07.2016 р., номер державної реєстрацiї - 0116U007160,
термiн виконання: липень - грудень 2016 року;
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№ Ф71/42-2017 вiд 11.05.2017 р., номер державної реєстрацiї - 0117U006053,
термiн виконання: травень - жовтень 2017 року.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiджен-
ня асимтотичної поведiнки розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь, вста-
новлення для них умов усувностi особливостей, отримання поточкових оцiнок та
оцiнок типу Келлера-Оссермана.

Завдання дослiдження:

� розвинути метод точних поточкових оцiнок розв’язкiв типу "нелiнiйного по-
тенцiалу" для дослiдження слабких розв’язкiв анiзотропних параболiчних
рiвнянь;

� дослiлити поведiнку розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь в околi
особливостi;

� отримати оцiнки типу Келлера-Оссермана для розв’язкiв анiзотропних па-
раболiчних рiвнянь з абсорбцiєю i градiєнтною абсорбцiєю;

� встановити умови усувностi особливостей для розв’язкiв анiзотропних пара-
болiчних рiвнянь в околi особливостi;

� побудувати i застосувати спецiальнi пробнi функцiї, використовуючи струк-
турнi особливостi рiвняння та ранiше наробленi приклади, таким чином, щоб
доведення основних результатiв не залежало вiд показникiв анiзотропiї 𝑚𝑖.

Об’єкт дослiдження – анiзотропнi параболiчнi рiвняння з дивергентною го-
ловною частиною (зокрема рiвняння з абсорбцiйним членом).

Предмет дослiдження – точнi поточковi оцiнки та оцiнки типу Келлера-Оссер-
мана для розв’язкiв анiзотропних параболичних рiвнянь (зокрема рiвнянь з аб-
сорбцiйним членом), умови усувностi особливостей для цих розв’язкiв.

Методи дослiдження. Для вирiшення поставлених задач у дисертацiйнiй
роботi використано iтерацiйну технiку Де Джорджi, метод локальних енергетич-
них оцiнок, метод точних поточкових оцiнок розв’язкiв типу "нелiнiйного потен-
цiалу" , який був запропонований I. В. Скрипнiком для елiптичних дивергентних
квазiлiнiйних рiвнянь, розвинутий I. I. Скрипнiком для параболiчних рiвнянь та
адаптований в поданiй роботi для анiзотропних параболiчних рiвнянь.

Наукова новизна одержаних результатiв. У роботi дослiджено розв’язки
анiзотропних параболiчних рiвнянь, як було зазначено вище, модельними випадка-
ми яких є рiвняння анiзотропного пористого середовища, зокрема з абсорбцiйним
потенцiалом. Важливим моментом є те, що в рiвняннях (1) - (3) частина показникiв
𝑚𝑖 < 1, а iнша частина𝑚𝑖 > 1. Зазвичай у лiтературi цi два випадки розглядають-
ся окремо, для кожного випадку вводяться свої означення розв’язку i проводяться



4

окремi доведення при дослiдженнi якiсних властивостей розв’язкiв, навiть в iзот-
ропному випадку ( 𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛). В дисертацiйнiй роботi вдалося знайти
унiверсальний пiдхiд в дослiдженнях властивостей розв’язкiв анiзотропного рiв-
няння пористого середовища, який не залежить вiд значень показникiв анiзотропiї
𝑚𝑖. А саме в роботi було введено одне означення слабкого розв’язку i проведено
одне доведення для обох випадкiв одночасно та отриманi такi результати:

� отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей розв’язкiв анi-
зотропних параболiчних рiвнянь;

� отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для подвiйно нелiнiйного анiзот-
ропного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним членом, який залежить тiль-
ки вiд розв’язку;

� отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропних параболiчних
рiвнянь з абсорбцiйним членом 𝑓(𝑢);

� отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропних параболiчних
рiвнянь з градiєнтною абсорбцiєю;

� отримано нерiвнiсть Гарнака зi сталою, яка не залежить вiд розв’язку, для
нелiнiйного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним членом;

� отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для розв’язкiв
анiзотропних параболiчних рiвнянь з абсорбцiйним членом вигляду 𝑢𝑞;

� отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для розв’язкiв
анiзотропних параболiчних рiвнянь з градiєнтним абсорбцiйним членом.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теоретичний ха-
рактер. Важливим є те, що знайдено унiверсальний пiдхiд дослiдження розв’язкiв
анiзотропних параболiчних рiвнянь, який не залежить вiд показникiв анiзотропiї.
Отриманi результати можуть слугувати пiдґрунтям для проведення подальших
наукових дослiджень у вiдповiднiй проблематицi та можуть бути використанi при
розробцi, читаннi курсiв для пiдготовки фахiвцiв з диференцiальних рiвнянь, ма-
тематичної фiзики, а також сумiжних напрямкiв.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать науковому керiв-
никовi. Зi статей, якi опублiкованi у спiвавторствi, у дисертацiю включенi лише тi
результати, якi належать автору. А саме: роботи [4], [6], написанi у спiвавторствi
з науковим керiвником, особистий внесок здобувача у статтi [4] - це Proposition
1.3, Proposition 1.4, Theorem 1.2, Theorem 1.4., у роботi [6] науковому керiвнику
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належить постановка задачi та загальний план дослiдження. Решта результатiв
отримано автором дисертацiї самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї були пред-
ставленi на конференцiях всеукраїнського та мiжнародного рiвнiв: Мiжнароднiй
конференцiї з Диференцiальних рiвнянь, присвяченiй 110 - рiччю Я.Б. Лопатинсь-
кого (Львiв, 2016); V Мiжнароднiй конференцiї з Диференцiальних рiвнянь та їх
застосувань для молодих вчених iменi Я.Б. Лопатинського (Київ, 2016); XVII Мiж-
народнiй науковiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь "Єругiнськi читання-
2017"(Мiнськ, 2017); Мiжнароднiй конференцiї з Диференцiальних рiвнянь, мате-
матичної фiзики та застосувань (Черкаси, 2017); науковiй конференцiї професорсь-
ко-викладацького складу, наукових працiвникiв i здобувачiв вищої освiти за пiд-
сумками науково-дослiдної роботи за перiод 2015-2016 рр., присвяченiй 80-рiччю
Донецького нацiонального унiверситету (Вiнниця, 2017); Мiжнароднiй науковiй
конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та математики” (Львiв, 2018); Мiжна-
родному конгресi математикiв, 1-9 серпня (Рiо-де-Жанейро, Бразилiя, 2018); Мiж-
народнiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми математики та її застосуван-
ня в природничих науках i iнформацiйних технологiях" (Чернiвцi, 2018); науковiй
конференцiї "Сучасний аналiз i нелiнiйнi граничнi задачi" , присвяченiй 80-рiччю
проф. Б.В. Базалiя, 17-19 жовтня (Слов’янськ, 2018); VI Мiжнароднiй Школi-
Семiнарi з Диференцiальних рiвнянь та їх застосувань iменi Я.Б. Лопатинського,
18-20 червня (Вiнниця, 2019); Мiжнароднiй математичнiй лiтнiй школi "Прикладнi
математичнi задачi в геофiзицi" , (Четраро, Iталiя, 2019).

В цiлому дисертацiя доповiдалась на семiнарi кафедри математичного аналiзу
i диференцiальних рiвнянь факультету математики та iнформацiйних техноло-
гiй Донецького нацiонального унiверситету iменi Василя Стуса (лютий 2018 р.), а
також на науковому семiнарi вiддiлу диференцiальних рiвнянь та геометрiї (керiв-
ник - проф. Є. Я. Хруслов) Фiзико-технiчного iнституту низьких температур
iм. Б. I. Вєркiна НАН України (березень 2018 р.) та науковому семiнарi вiддiлу
нелiнiйного аналiзу та рiвнянь математичної фiзики (керiвник - доц. I. I. Скрип-
нiк) Iнституту прикладної математики та механiки НАН України (червень 2018
р.).

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи повною мiрою вiдображено в 16
наукових працях, з них 5 статтей надрукованi у виданнях, внесених до мiжна-
родних наукометричних баз [2]-[6], 1 стаття опубликована у фахововому виданнi
України [1], з яких чотири написано без спiвавторiв, i в тезах виступiв [7]-[16] на
10 конференцiях. Робота пройшла необхiдну апробацiю на наукових семiнарах та
мiжнародних конференцiях.

Структура та обсяг дисертацiї Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту,
вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, списку використаних джерел,
який мiстить 102 найменування, та 1 додатку. Повний обсяг роботи – 144 сторiнки.
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Обсяг основної частини дисертацiї – 111 сторiнок. Роздiл 1, присвячений огляду
лiтератури, займає 19 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначено мету, завдан-
ня, об’єкт та предмет дослiдження, вказано методи дослiдження, сформульовано
наукову новизну, теоретичне та практичне значення одержаних результатiв. Нада-
но вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здобувача та апробацiю результатiв
дисертацiї.

Перший роздiл присвячено огляду та аналiзу лiтератури.
Бурхливий розвиток теорiї усувностi iзольованих особливостей починається у

1960-х роках у зв’яку з виходом роботи Дж. Серрiна, який отримав умови усувно-
стi сингулярностей для квазiлiнiйних елiптичних рiвнянь дивергентного вигляду.
Адже до цього часу об’єктом дослiдження були тiльки лiнiйнi рiвняння та рiвнян-
ня Лапласу з абсорбцiйним членом або джерелом вигляду 𝑢𝑞 i при цьому розгля-
дались лише радiальнi розв’язки цих рiвнянь. Рiзкий розвиток теорiї нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних у 80-х роках спричинив ще один
прорив - дослiдження нерадiальних сингулярних розв’язкiв рiвняння Лапласу з
абсорбцiйним членом або джерелом вигляду 𝑢𝑞, який був iнiцiйований Б. Гiдасом,
Д. Спарком, П. Л. Лiонсом та Л. Вероном. Пiсля цього було опублiковано багато
статей з урахуванням рiзних аспектiв задачi сингулярностi для вищезазначених
рiвнянь, а також для еволюцiйного рiвняння Лапласу з абсорбцiйним членом або
джерелом вигляду 𝑢𝑞. Серед науковцiв, якi отримали вагомi результати, можна
вiдмiтити Х. Брезiса, Д. Васкеса, Л. Верона, Л. Нiренберга, П. Бараса. Що сто-
сується нелiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь, то першi значнi резуль-
тати усувностi особливостей пов’язанi з Х. Брезiсом, А. Фрiдманом, С. Камiном,
Л. Пелет’єром, В.А. Галактiоновим, С.П. Курдюмовим, А.А. Самарським та iн.
Останнiми десятилiттями зростає зацiкавленiсть до анiзотропних параболiчних та
елiптичних рiвнянь завдяки їхньому застосуванню в моделюваннi нелiнiйних фi-
зичних процесiв, що вiдбуваються у неоднорiдних середовищах.

Вищезазначенi результати i деякi iншi, якi висвiтленi в даному роздiлi, отри-
манi для рiвнянь, для яких якiсна теорiя здобула повноту й завершенiсть. Вод-
ночас, для анiзотропних параболiчних рiвнянь, якi є об’єктом дослiдження ди-
сертацiйної роботи, залишається багато нерозв’язаних питань, зокрема усувнiсть
iзольованих особливостей розв’язкiв, при цьому дослiдження цього питання уск-
ладнюється тим, що точний вигляд фундаментального розв’язку для таких рiв-
нянь невiдомий.

Пiд час огляду лiтератури було визначено актуальнi напрямки дослiджень та
важливi вiдкритi проблеми у цiй галузi, сформульовано мету роботи.



7

Другий роздiл присвячено вивченню локальної поведiнки розв’язкiв в околi
особливостi квазiлiнiйного параболiчного рiвняння в дивергентному виглядi

𝑢𝑡 − div𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) = 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (5)

якi задовольняють початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 0 𝑥 ∈ Ω ∖ {𝑥0}, (6)

де Ω𝑇 := Ω × (0, 𝑇 ), Ω обмежена область в 𝑅𝑛, 𝑥0 ∈ Ω, 0 < 𝑇 <∞, 𝑛 > 3.
На коефiцiєнти рiвняння 𝐴 : Ω𝑇 × 𝑅 × 𝑅𝑛 −→ 𝑅𝑛 i 𝑏 : Ω𝑇 × 𝑅 × 𝑅𝑛 −→ 𝑅𝑛

будемо накладати наступнi умовi

� 𝐴(·, ·, 𝑢, 𝜍), 𝑏(·, ·, 𝑢, 𝜍) є вимiрними за Лебегом для усiх 𝑢 ∈ 𝑅, 𝜍 ∈ 𝑅𝑛;

� 𝐴(𝑥, 𝑡, ·, ·), 𝑏(𝑥, 𝑡, ·, ·) неперервнi для майже усiх точок (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , 𝐴 =
(𝑎1, 𝑎2, ...𝑎𝑛);

�

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)𝜍 > 𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢|𝑚𝑖−1|𝜍𝑖|2, (7)

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)| 6 𝜈2|𝑢|
𝑚𝑖−1

2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1|𝜍𝑗|2
)︃ 1

2

, 𝑖 = 1, 𝑛, (8)

|𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)| 6 𝜈2|𝑢|
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1|𝜍𝑗|2
)︃ 1

2

, (9)

де 𝜈1, 𝜈2 додатнi сталi.

Будемо вважати, що показники рiвняння задовольняють нерiвностям

min
16𝑖6𝑛

𝑚𝑖 > 1 − 2

𝑛
, max

16𝑖6𝑛
𝑚𝑖 < 𝑚+

2

𝑛
, (10)

де 𝑚 =
1

𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖.

Введемо позначення

𝐷(𝑟) =

{︃
(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 :

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 |
𝑟𝑘𝑖

)︂2

+
𝑡

𝑟𝑘
6 1

}︃
, (11)
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де

𝑘 = 𝑛(𝑚− 1) + 2, 𝑘𝑖 =
2 + 𝑛(𝑚−𝑚𝑖)

2
. (12)

Результат усувностi сформулюємо в термiнах поведiнки функцiї

𝑀𝑢(𝑟) = ess sup{| 𝑢(𝑥, 𝑡) |: (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷(𝑅0) ∖𝐷(𝑟)}, (13)

де 𝑅0 достатньо маленьке фiксоване додатнє число: 𝐷(𝑅0) ⊂ Ω𝑇 . Вiдмiтимо, що
для будь-якого 𝑟 > 0 функцiя 𝑀𝑢(𝑟) є скiнченним числом1.

Перед тим, як дати означення слабкого розв’язку задачi (5), (6), введемо озна-
чення простору.

Означення 2.1Через 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) будемо позначати клас функцiй 𝐶(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)),

для елементiв якого має мiсце нерiвнiсть
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

| · |𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕·
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞.

Означення 2.2 Пiд слабким розв’язком задачi (5), (6) будемо розумiти функ-
цiю 𝑢 > 0, яка задовольняє включенню 𝑢𝜓 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 )∩𝐿2(0, 𝑇,𝑊 1,2(Ω)) i для якої
виконується iнтегральна тотожнiсть∫︁

Ω

𝑢(𝑥, 𝜏)𝜙𝜓𝑑𝑥−
𝜏∫︁

0

∫︁
Ω

𝑢
𝜕(𝜙𝜓)

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

𝑎𝑖

(︂
𝑥, 𝑡, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
𝜕(𝜙𝜓)

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡−

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

𝑏

(︂
𝑥, 𝑡, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
𝜙𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡= 0 (14)

для будь-якого 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ), для будь-якої пробної функцiї 𝜙 ∈ 𝑉𝑚 (Ω𝑇 )∩

𝐿2(0, 𝑇,
𝑜

𝑊
1,2

(Ω)) й для будь-якої функцiї 𝜓 ∈ 𝐶1(Ω𝑇 ), яка обертається в 0 в околi
точки (𝑥0, 0).

Означення 2.3 Будемо казати, що слабкий розв’язок 𝑢 має усувну особ-
ливiсть в точцi (𝑥0, 0), якщо iнтегральна тотожнiсть (14) має мiсце для функцiї
𝜓 ≡ 1.

Головним результатом роздiлу є така теорема.
Теорема 2.1 Нехай виконанi умови (7)-(10) i 𝑢 є слабким розв’язком задачi

(5), (6). Якщо виконується наступна умова

lim
𝑟→0

𝑀𝑢(𝑟)𝑟𝑛 = 0, (15)

тодi особливiсть розв’язку 𝑢 в точцi (𝑥0, 0) є усувною.

1Kolodij I.M. On boundedness of generalized solutions of parabolic differential equations / I.M. Kolodij // Vestnik
Moskov. Gos. Univ. – 1971. – Vol. 5. – P. 25–31.
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У третьому роздiлi дослiджено слабкi розв’язки анiзотропних параболiч-
них рiвнянь з абсорбцiєю i градiєнтною абсорбцiєю, для яких отримано поточковi
верхнi оцiнки, якi записанi в термiнах вiдстанi до межi областi. Такi оцiнки на-
зиваються оцiнками типу Келлера-Оссермана, вони вiдiграють важливу роль у
теорiї iснування або неiснування великих розв’язкiв, у проблемах усувностi особ-
ливостей. Всi вiдомi оцiнки такого типу пов’язанi з рiвняннями, для яких iснують
деякi порiвняльнi властивостi. Анiзотропнi елiптичнi та параболiчнi рiвняння були
об’єктом дослiдження невеликої кiлькостi робiт, оскiльки загалом такi властивостi
для них не мають мiсце. Незважаючи на вiдсутнiсть принципу порiвняння, нам
вдалося отримати оцiнки типу Келлера-Осермана для розв’язкiв квазiлiнiйних па-
раболiчних рiвнянь, модельними випадками яких є подвiйно нелiнiйне анiзотропне
параболiчне рiвняння з абсорбцiєю, анiзотропне рiвняння пористого середовища з
абсорбцiєю та градiєнтною абсорбцiєю, за допомогою яких встановлено нерiвнiсть
Гарнака у цьому роздiлi та умови усувностi особливостi в наступному роздiлi.

У пiдроздiлi 3.1 розглянуто подвiйно нелiнiйне параболiчне рiвняння з аб-
сорбцiйним членом, який залежить тiльки вiд розв’язку

𝑢𝑡 − div𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) + 𝑎0(𝑢) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (16)

де Ω𝑇 = Ω × (0, 𝑇 ), Ω− обмежена область в R𝑛, 0 < 𝑇 <∞, 𝑛 > 2.
На коефiцiєнти рiвняння 𝐴 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) i 𝑎0 накладенi наступнi умови:

� 𝐴 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) i 𝑎0 задовольняють умовi Каратеодорi;

�

𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)𝜉 > 𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢|(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝜉𝑖|𝑝𝑖,

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)| 6 𝜈2𝑢
(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)

𝑝𝑖

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|(𝑚𝑗−1)(𝑝𝑗−1)|𝜉𝑗|𝑝𝑗
)︃1− 1

𝑝𝑖

, 𝑖 = 1, 𝑛, (17)

𝑎0(𝑢) > 𝜈1𝑓(𝑢),

де 𝜈1, 𝜈2 додатнi сталi , 𝑓(𝑢)− неперервна, додатня функцiя та для показникiв
𝑚𝑖, 𝑝𝑖 справедливi нерiвностi

2 6 𝑝1 6 ... 6 𝑝𝑛, min
16𝑖6𝑛

𝑚𝑖 > 1, max
16𝑖6𝑛

𝑚𝑖(𝑝𝑖 − 1) 6 1 +
𝜅

𝑛
, 𝑝 < 𝑛, (18)

де 𝜅 = 𝑛(𝑝(𝑚− 𝑑) − 1) + 𝑝, 𝑑 =
1

𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖

𝑝𝑖
.
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Не втрачаючи спiльностi, будемо вважати, що 𝑚𝑛 = max
16𝑖6𝑛

𝑚𝑖.

Введемо необхiднi означення.
Означення 3.1 Будемо казати, що функцiя 𝜙 належить простору 𝑉𝑝,𝑚(Ω𝑇 ),

якщо 𝜙 ∈ 𝐶(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) i
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝜙|(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1) |𝜙𝑥𝑖
|𝑝𝑖 𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞.

Означення 3.2 Будемо казати, що 𝑢 слабкий розв’язок рiвняння (16), як-
що 𝑢 ∈ 𝑉𝑝,𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿𝑝(0, 𝑇,𝑊 1,𝑝(Ω)) i для будь-якого iнтервалу (𝑡1, 𝑡2) ⊂ (0, 𝑇 )
справедлива iнтегральна тотожнiсть

∫︁
Ω

𝑢𝜙 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡2

𝑡1

+

𝑡2∫︁
𝑡1

∫︁
Ω

{−𝑢𝜙𝑡 + 𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)∇𝜙+ 𝑎0(𝑢)𝜙} 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0 (19)

для всiх 𝜙 ∈ 𝑊 1,𝑝(0, 𝑇, 𝐿𝑝(Ω)) ∩ 𝐿𝑝(0, 𝑇,
𝑜

𝑊
1,𝑝

(Ω)).
Для формулювання головного результата введемо наступнi позначення. Зафiк-

суємо довiльну точку (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 для будь-яких 𝜏, 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑛 > 0, 𝜃 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑛)
визначимо цилiндри 𝑄𝜃,𝜏(𝑥

0, 𝑡0) := {(𝑥, 𝑡) : |𝑡 − 𝑡0| < 𝜏, |𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 | < 𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛} i
позначимо𝑀𝑢(𝜃, 𝜏) := sup

𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

𝑢, 𝛿(𝜃, 𝜏) := sup
𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

𝛿(𝑢), Φ(𝜃, 𝜏) := sup
𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

Φ(𝑢),

Φ(𝑢) =
𝑢∫︀
0

𝑔(𝑠)𝑑𝑠, 𝑔(𝑠) = 𝑠𝑚𝑛−1𝑓(𝑠), 𝐹 (𝑢) =
𝑢∫︀
0

𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

Теорема 3.1Нехай виконанi умови (17), (18) i 𝑢 невiд’ємний слабкий розв’язок
рiвняння (16), припустимо також, що 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1

+) i 𝑓
′
(𝑢) > 0. Зафiксуємо точку

(𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 i нехай стала 𝜎 ∈ (0, 1), 𝜏 ∈ (0,min(𝜃𝑝𝑛𝑛 , 𝑡
0, 𝑇 − 𝑡0)), 𝜃𝑖 ∈ (0, 𝜃𝑛) для

𝑖 ∈ 𝐼
′

= {𝑖 = 1, 𝑛 : 𝑚𝑖(𝑝𝑖 − 1) < 𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1)} i 𝜃𝑖 = 𝜃𝑛 для 𝑖 ∈ 𝐼
′′

= {𝑖 = 1, 𝑛 :
𝑚𝑖(𝑝𝑖 − 1) = 𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1)}. Тодi iснують додатнi сталi 𝑐1, 𝑐2, якi залежать лише вiд
𝑛, 𝜈1, 𝜈2,𝑚1, ...,𝑚𝑛, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛, що виконується

𝑢(𝑥0, 𝑡0) 6 (𝜏−1𝜌𝑝𝑛)
1

𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−1 +
∑︁
𝑖∈𝐼 ′

(𝜃−1
𝑖 𝜃

𝑝𝑛
𝑝𝑖
𝑛 )

𝑝𝑖
𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−𝑚𝑖(𝑝𝑖−1) , (20)

або
Φ(𝜎𝜃, 𝜎𝜏) 6 𝑐1(1 − 𝜎)−𝑐2𝜃−𝑝𝑛

𝑛 𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛𝑝𝑛−1
𝑢 (𝜃, 𝜏). (21)

У випадку, коли 𝐼
′
пуста множина, тобто 𝑚1(𝑝1 − 1) = 𝑚2(𝑝2 − 1) = ... =

𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1), або справедлива оцiнка

𝑢(𝑥0, 𝑡0) 6 (𝜏−1𝜃𝑝𝑛𝑛 )
1

𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−1 , (22)

або (20) має мiсце.
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Цiкаво отримати бiльш точну верхню оцiнку розв’язкiв. Для цього скористає-
мося наступною додатковою умовою. Будемо казати, що неспадна неперервна
функцiя 𝜓 задовольняє умовi (𝐴), якщо для будь-якого 𝜀 ∈ (0, 1) iснує таке зна-
чення 𝑢0(𝜀) > 1, що справедлива нерiвнiсть

𝜓(𝜀𝑢) 6 𝜀𝜇𝜓(𝑢), (𝐴)

з деякою сталою 𝜇 > 0 i для всiх 𝑢 > 𝑢0(𝜀).
Твердження 3.1 Нехай виконанi умови (17), (18) i 𝑢 невiд’ємний слабкий

розв’язок рiвняння (16), 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1
+) та 𝑓

′
(𝑢) > 0. Нехай 𝜕Ω𝑇 параболiчна межа

областi Ω𝑇 , припустимо, що lim
(𝑥,𝑡)→𝜕Ω𝑇

𝑢(𝑥, 𝑡) = +∞ i має мiсце нерiвнiсть з деякими

сталими 0 6 𝑎 6 1, 𝑐 > 0

𝛿(𝑢) =
𝐹 (𝑢)

𝑓(𝑢)
6 𝑐 𝑢𝑎. (23)

Нехай 𝜓(𝑢) = 𝑢−1Φ
1

𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1 (𝑢) задовольняє умовi (𝐴), (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 i 8𝜌 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥0, 𝜕Ω).
Зафiксуємо 𝜏 ∈ (0,min(𝜌𝑝𝑛, 𝑡0, 𝑇 − 𝑡0)) i 𝜃𝑖 ∈ (0, 𝜌) для 𝑖 ∈ 𝐼

′
, тодi iснує така до-

датня стала 𝑐3, яка залежить тiльки вiд вiдомих параметрiв 𝑛, 𝜈1, 𝜈2,𝑚1, ...,𝑚𝑛, 𝑝1,
..., 𝑝𝑛, що або справедлива нерiвнiсть (21), або наступна оцiнка має мiсце

Φ(𝑢(𝑥0, 𝑡0)) 6 𝑐3𝜃
−𝑝𝑛
𝑛 𝑢𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1(𝑥0, 𝑡0). (24)

З iншого боку, якщо множина 𝐼
′
пуста, тобто 𝑚1(𝑝1 − 1) = 𝑚2(𝑝2 − 1) = ... =

𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1) i 𝜓(𝑢) = 𝑢−1Φ
1

𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1 (𝑢) задовольняє умовi (𝐴), тодi або виконується
оцiнка (22), або (24).

Приклад 3.1 Першим приклад функцiї 𝑓 , яка задовольняє умовам тверджен-
ня 3.1, є 𝑢𝑞, 𝑞 > 𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1) з 𝑎 = 1. Припустимо для простоти, що dist(𝑥0, 𝜕Ω) =
|𝑥0|, з нерiвностей (20), (24) виводимо, що справедлива оцiнка

𝑢(𝑥0, 𝑡0) 6 𝑐

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥0𝑖 |
𝑝𝑖

𝑞−𝑚𝑖(𝑝𝑖−1) + (𝑡0)
1

𝑞−1

)︃−1

.

У випадку, коли 𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛 = 1 нерiвнiсть була отримана I.I. Скрип-
нiком2.

Приклад 3.2 Наведемо ще один приклад функцiї 𝑓 , яка задовольняє умовам
твердження 3.1. Це експоненцiальна функцiя: 𝑓(𝑢) = 𝑒𝑢 з 𝑎 = 0. Будемо вважати,
що (8𝜌)𝑝𝑛 = |𝑥0|𝑝𝑛 + 𝑡0, тодi з (20), (24) отримаємо оцiнку

𝑢(𝑥0, 𝑡0) 6 𝑐| ln(|𝑥0|𝑝𝑛 + 𝑡0)|.
2Skrypnik I.I. Removability of isolated singularity for anisotropic parabolic equations with absorption / I.I. Skrypnik

// Manuscr. Math. — 2013. — Vol. 140. — P. 145—178.
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Для анiзотропного випадку ця оцiнка є новою.
Твердження 3.2 Нехай виконанi умови (17), 𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛 = 1,

2 < 𝑝 = 𝑝1 = 𝑝2 = ... = 𝑝𝑛 i 𝑢 невiд’ємний слабкий розв’язок рiвняння (16),

припустимо також, що 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1
+), 𝑓

′
> 0 i функцiя Ψ(𝑢) = 𝑢−1Φ

1
𝑝 (𝑢) задовольняє

умовi (𝐴). Нехай (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 i 𝑄8𝜌,8𝜏(𝑥
0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 , тодi iснує така додатня стала

𝑐4, яка залежить тiльки вiд 𝑛, 𝜈1, 𝜈2, 𝑝, що справедлива або оцiнка

𝑢(𝑥0, 𝑡0) 6 (𝜏−1𝜌𝑝)
1

𝑝−2 ,

або
Φ(𝑢(𝑥, 𝑡)) 6 𝑐4𝜌

−𝑝𝑢𝑝(𝑥, 𝑡),

для майже всiх точок (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝜌,𝜏(𝑥
0, 𝑡0).

Пiдроздiл 3.2 мiстить дослiдження розв’язкiв квазiлiнiйного параболiчного
рiвняння в дивергентному виглядi

𝑢𝑡 − 𝑑𝑖𝑣𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) + 𝑎0(𝑢) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (25)

якi задовольняють початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω ∖ {0}, (26)

де Ω𝑇 = Ω × (0, 𝑇 ), Ω− обмежена область в 𝑅𝑛, 𝑛 > 2, 0 < 𝑇 <∞.
Припускається, що коефiцiєнти рiвняння 𝐴 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) i 𝑎0 задовольняють

умовi Каратеодорi, структурним нерiвностям (7), (8) та

𝑎0(𝑢) > 𝜈1𝑓(𝑢), (27)

де 𝑓(𝑢)− неперервна додатня функцiя, 𝜈1 додатня стала та для показникiв 𝑚𝑖

справедливi нерiвностi (10).
Введемо необхiднi означення.
Означення 3.3 Будемо казати, що функцiя 𝜙 належить простору 𝑉2,𝑚(Ω𝑇 ),

якщо 𝜙 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐(0, 𝑇, 𝐿
1+𝑚−

𝑙𝑜𝑐 (Ω)) i має мiсце нерiвнiсть
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝜙|𝑚𝑖+𝑚−−2 |𝜙𝑥𝑖
|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 <

∞ з 𝑚− = min(𝑚1, 1).
Означення 3.4 Слабким розв’язком задачi (25), (26) будемо називати невi-

д’ємну функцiю 𝑢(𝑥, 𝑡), яка задовольняє включенню 𝑢𝜓 ∈ 𝑉2,𝑚(Ω𝑇 )∩ 𝐿2
𝑙𝑜𝑐(0, 𝑇 ;

𝑊 1,2
𝑙𝑜𝑐 (Ω)) та iнтегральнiй тотожностi∫︁

Ω

𝑢(𝑥, 𝜏)𝜓𝜙𝑑𝑥+
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+

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

{−𝑢(𝜓𝜙)𝑡 + 𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)∇(𝜓𝜙) + 𝑎0(𝑢)𝜓𝜙} 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0 (28)

для будь-якої пробної функцiї 𝜙∈𝑊 1,2
𝑙𝑜𝑐 (0, 𝑇 ;𝐿2

𝑙𝑜𝑐(Ω))∩𝐿2
𝑙𝑜𝑐(0, 𝑇 ;

𝑜

𝑊
1,2

𝑙𝑜𝑐(Ω)), будь-якої
функцiї 𝜓 з 𝐶1(Ω𝑇 ), яка обертається в нуль в околi точки (0, 0) й для будь-якого
𝜏 ∈ (0, 𝑇 ).

Щоб сформулювати головний результат пiдроздiлу введемо позначення. Нехай
(𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 , для довiльних 𝜏, 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑛 > 0, 𝜃 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑛) визначимо цилiн-
дричну область 𝑄𝜃,𝜏(𝑥

0, 𝑡0):={(𝑥, 𝑡):
⃒⃒
𝑡− 𝑡0

⃒⃒
<𝜏,

⃒⃒
𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖

⃒⃒
< 𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛} та позна-

чимо 𝑀(𝜃, 𝜏) := sup
𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

𝑢, 𝐹 (𝜃, 𝜏) := sup
𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

𝐹 (𝑢), 𝐹 (𝑢) =
𝑢∫︀
0

𝑠𝑚
−−1 𝑓(𝑠)𝑑𝑠,

𝑚+ = 𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑛, 1).
Теорема 3.2Нехай виконанi умови (7), (8), (27), (10) i 𝑢− слабкий невiд’ємний

розв’язок рiвняння (25), припустимо також, що 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1
+) i 𝑓

′
(𝑢) > 0. Нехай

(𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 , зафiксуємо 𝜎 ∈ (0, 1), i нехай𝑄8𝜃,8𝜏(𝑥
0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 , 𝜌 =

⎧⎨⎩
𝜃𝑛, 𝑚𝑛 > 1,

𝜏

1

2 , 𝑚𝑛 < 1.
Тодi iснують такi додатнi сталi 𝑐4, 𝑐5, якi залежать тiльки вiд 𝑛, 𝜈1, 𝜈2,𝑚1, ...,𝑚𝑛,
що або справедлива нерiвнсть

𝑢(𝑥0, 𝑡0) 6

(︂
𝜃2𝑛
𝜏

)︂ 1
𝑚𝑛−1

+
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(︂
𝜌

𝜃𝑖

)︂ 2
𝑚+−𝑚𝑖

, (29)

або має мiсце оцiнка

(𝑀(𝜎𝜃, 𝜎𝜏))1−𝑚−+𝑛(𝑚−𝑚−)
2 𝐹 (𝑀(𝜎𝜃, 𝜎𝜏)) 6

6 𝑐4(1 − 𝜎)−𝛾𝜌−2(𝑀(𝜃, 𝜏))𝑚
++1+𝑛(𝑚−𝑚−)

2 . (30)

Якщо виконується умова

𝐹 (𝜀𝑢) 6 𝜀𝑚
++𝑚−+𝛽𝐹 (𝑢), 𝛽 > 0, (31)

тодi має мiсце
𝐹 (𝑀(𝜃, 𝜏)) 6 𝑐5(1 − 𝜎)−𝛾𝑀𝑚++𝑚−

(𝜃, 𝜏)𝜌−2. (32)

У пiдроздiлi 3.3 вивчаються розв’язки квазiлiнiйного параболiчного рiвняння

𝑢𝑡 − 𝑑𝑖𝑣𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) + 𝑔(𝑥, 𝑡,∇𝑢) = 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (33)

якi задововольняють початкову умову (26).
Будемо припускати, що коефiцiєнти рiвняння 𝐴 : Ω × 𝑅1

+ × 𝑅1
+ × 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛,

𝑔, 𝑏 : Ω ×𝑅1
+ ×𝑅1

+ ×𝑅𝑛 → 𝑅1 задовольняють наступним умовам:
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� 𝐴(·, ·, 𝑢, 𝜉), 𝑔(·, ·, 𝜉), 𝑏(·, ·, 𝑢, 𝜉) є вимiрними за Лебегом для всiх 𝑢 ∈ 𝑅1
+, 𝜉 ∈

𝑅𝑛;

� 𝐴(𝑥, 𝑡, ·, ·), 𝑔(𝑥, 𝑡, ·), 𝑏(𝑥, 𝑡, ·, ·) неперервнi майже для усiх (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , 𝐴 =
(𝑎1, 𝑎2, ...𝑎𝑛);

� виконуються структурнi нерiвностi (7) та

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)| 6 𝜈2𝑢
𝑚𝑖−1|𝜉𝑖|, 𝑖 = 1, 𝑛,

𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑞𝑖 6 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜉) 6 𝜈2

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑞𝑖,

|𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)| 6 𝜈2𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢𝑚𝑖−1|𝜉𝑖|2
)︃ 1

2

,

(34)

де 𝜈1, 𝜈2 деякi додатнi сталi.

Припускається, що для показникiв рiвняння виконуються нерiвнiсть (10) та

2 + 𝑛𝑚

1 + 𝑛
6 𝑞 < 2, max

06𝑖6𝑛
𝑞𝑖 < 𝑞

(︂
1 +

1

𝑛

)︂
,

1

𝑞
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑞𝑖
. (35)

Означення 3.5 Будемо казати, що функцiя 𝑢 належить простору 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;

𝑊 1,𝑞(Ω)), якщо
∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝑢|𝑞𝑑𝑥𝑑𝑡+
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞.

Означення 3.6 Будемо казати, що функцiя 𝑢 належить простору 𝑉𝑚(Ω𝑇 ),

якщо 𝑢 ∈ 𝐶(0, 𝑇 ;𝐿1+𝑚−
(Ω)) i

𝑛∑︀
𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝑢|𝑚𝑖+𝑚−−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞, де 𝑚− = min(1,𝑚1).

Означення 3.7 Слабким розв’язком задачi (33), (26) будемо називати не-
вiд’ємну функцiю 𝑢(𝑥, 𝑡), яка задовольняє включенню 𝑢𝜓 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 )∩𝐿𝑞(0, 𝑇 ;
𝑊 1,𝑞(Ω)) та iнтегральнiй тотожностi∫︁

Ω

𝑢(𝑥, 𝜏)𝜓𝑝 𝜙𝑑𝑥+

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

(−𝑢(𝜓𝑝𝜑)𝑡 + 𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)∇(𝜓𝑝𝜙)+

+𝑔(𝑥, 𝑡,∇𝑢)𝜓𝑝𝜙− 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)𝜓𝑝 𝜙 ) 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0,

(36)

при 𝑝 = max(2 + 𝑚𝑛, max
16𝑖6𝑛

𝑞𝑖), будь-якому 0 < 𝜏 < 𝑇, i будь-якiй пробнiй функ-

цiї 𝜙:𝜙 ∈ 𝑊 1,2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;
𝑜

𝑊
1,2

(Ω)) й будь-якiй функцiї 𝜓∈𝐶1(Ω𝑇 ), яка
обертається в 0 в околi точки (0, 0).
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Це гарантує, що lim
𝜏→0

∫︀
Ω

𝑢(𝑥, 𝜏) 𝜓𝑝 𝜙𝑑𝑥 = 0 i всi iнтеграли в тотожностi (36) є

збiжними.
Сформулюємо головний результат пiдроздiлу.
Теорема 3.3 Нехай виконанi умови (7), (10), (34), (35). Тодi iснує додатня

стала 𝑐6, яка залежить тiльки вiд 𝜈1, 𝜈2, 𝑛,𝑚1, . . . ,𝑚𝑛, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, що справедлива
наступна оцiнка

𝑢(𝑥, 𝑡) 6 𝑐6

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖|
2

(2−𝑚)𝑞+(𝑞−2)𝑚𝑖 + 𝑡
1

𝑞(1−𝑚)+2(𝑞−1)

)︃𝑞−2

(37)

для (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 ∖ {(0, 0)}.
У пiдроздiлi 3.4 результати дослiдження з першого пiдроздiлу застосовують-

ся для доведення нерiвностi Гарнака для рiвняння (16) у випадку, коли 2 < 𝑝1 =
𝑝2 = ... = 𝑝𝑛, 𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛 = 1.

Теорема 3.4 Нехай 𝑢 невiд’ємний слабкий розв’язок рiвняння (16) на множинi
Ω𝑇 , виконана умова (17) i 2 < 𝑝1 = 𝑝2 = ... = 𝑝𝑛, 𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛 = 1.
Припустимо також, що 𝑎0(𝑢) 6 𝜈2𝑓(𝑢), i нехай 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1

+), 𝑓 > 0 i функцiя

Ψ(𝑢) = 𝑢−1𝐹
1
𝑝 (𝑢) задовольняє умовi (𝐴). Тодi iснують такi додатнi сталi 𝑐7, 𝑐8, якi

залежать тiльки вiд 𝜈1, 𝜈2, 𝑛, 𝑝 i не залежать вiд самого розв’язку 𝑢, що має мiсце
нерiвнiсть

𝑢(𝑥0, 𝑡0) 6 𝑐7 inf
𝐵𝜌(𝑥0)

𝑢(𝑥, 𝑡0 + 𝜏), 𝜏 = 𝜌𝑝
(︂

𝑐8
𝑢(𝑥0, 𝑡0)

)︂𝑝−2

,

для всiх цилiндрiв 𝑄8𝜃,8𝜏(𝑥
0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 .

У четвертому роздiлi розглядається питання усувностi iзольованої особли-
востi для слабких розв’язкiв рiвнянь, якi розглянутi в попередньому роздiлi. Для
отримання умов усувностi застосовано метод точних поточкових оцiнок розв’язкiв
типу "нелiнiйного потенцiалу" , який був запропонований I. В. Скрипнiком для
елiптичних дивергентних квазiлiнiйних рiвнянь та адаптований в поданiй роботi
для анiзотропних параболiчних рiвнянь.

У пiдроздiлi 4.1 дослiджується квазiлiнiйне пароболiчне рiвняння (25), мо-
дельним випадком якого є анiзотропне рiвняння пористого середовища з абсорб-
цiйним членом вигляду 𝑢𝑞

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖

+ 𝑢𝑞 = 0.

У першому пунктi цього пiдроздiлу дослiджується випадок, коли 𝑚𝑖 > 1, 𝑖 = 1, 𝑛.
Результат усувностi сформульован у наступнiй теоремi.
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Теорема 4.1 Нехай виконанi умови (18) з 𝑝𝑖 = 2, 𝑖 = 1, 𝑛, (7), (8) i 𝑢
невiд’ємний слабкий розв’язок задачi (25), (26). Припустимо, що 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞 i вико-
нується наступна умова

𝑞 > 𝑚+
2

𝑛
, (38)

тодi особливiсть в точцi (0, 0) є усувною.
У другому пунктi розглядається рiвняння, в якого частина показникiв 𝑚𝑖 <

1, 𝑖 = 1, 𝑠 (сингулярний випадок), а iнша частина 𝑚𝑖 > 1, 𝑖 = 𝑠+ 1, 𝑛 (вироджений
випадок). Основним результатом є така теорема.

Теорема 4.2 Нехай виконанi умови (7), (8), (10) i 𝑢 невiд’ємний слабкий
розв’язок задачi (25), (26). Припустимо, що 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞 i

𝑞 > 𝑚+
2

𝑛
,

тодi особливiсть в точцi (0, 0) є усувною.
У пiдроздiлi 4.2 розглянуто розв’язки рiвняння (33), яке було розглянуто

у пiдроздiлi 3.3. Основним результатом є умова усувностi iзольованих особливо-
стей анiзотропного рiвняння пористого середовища з градiєнтною абсорбцiєю, яка
сформульована у наступнiй теоремi.

Теорема 4.3 Нехай виконанi умови (7), (10), (34), (35) i 𝑢 невiд’ємний слабкий

розв’язок задачi (33), (26). Припустимо, що 𝑞 =
2 + 𝑛𝑚

1 + 𝑛
i 𝑞𝑖 =

2 + 𝑛𝑚

1 + 𝑛+ 𝑛
2 (𝑚−𝑚𝑖)

,

𝑖 = 1, 𝑛, тодi особливiсть в точцi (0, 0) є усувною.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню асимптотичної поведiнки роз-
в’язкiв дивергентних нелiнiйних анiзотропних параболiчних рiвнянь в околi син-
гулярної точки. Дана задача ускладнюється тим, що загальна якiсна теорiя для
анiзотропних елiптичних i параболiчних рiвнянь не побудована. Крiм того, точ-
ний вигляд фундаментального розв’язку для таких рiвнянь невiдомий. Але не-
зважаючи на це, було встановлено умови усувностi особливостi для анiзотропних
параболiчних рiвнянь i для таких рiвнянь з абсорбцiєю та градiєнтною абсорб-
цiєю, якi були отриманi за допомогою метода I. В. Скрипнiка точних поточкових
оцiнок розв’язкiв типу "нелiнiйного потенцiалу" , запропонованого ним для елiп-
тичних дивергентних квазiлiнiйних рiвнянь та адаптованого в поданiй роботi для
анiзотропних параболiчних рiвнянь.

Модельними випадками рiвнянь, якi дослiдженi, є анiзотропне рiвняння пори-
стого середовища та це ж рiвняння з абсорбцiєю та градiєнтною абсорбцiєю. В
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дисертацiйнiй роботi вдалося знайти унiверсальний пiдхiд в дослiдженнях власти-
востей розв’язкiв анiзотропного рiвняння пористого середовища, який не залежить
вiд значень показникiв анiзотропiї.

Окремої уваги заслуговують оцiнки типу Келлера-Оссермана, якi описанi в
роздiлi 3. Вони мають багато застосувань, у данiй роботi використанi для отри-
мання умов усувностi особливостей для рiвнянь з абсорбцiйним членом. Цi оцiнки
також вiдiграють важливу роль в теорiї великих розв’язкiв, а саме їх застосову-
ють для доведення iснування або неiснування таких розв’язкiв. Ще за допомогою
оцiнок типу Келлера-Оссермана можна отримати нерiвнiсть типу Гарнака, як це
було зроблено в роздiлi 3.

Всi отриманi результати у дисертацiйнiй роботi є новими, сформулюємо най-
бiльш важливi з них:

� отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для розв’язкiв
анiзотропних параболiчних рiвнянь;

� отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для подвiйно нелiнiйного анiзо-
тропного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним членом, який залежить
тiльки вiд розв’язку;

� отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропних параболiчних
рiвнянь з абсорбцiйним членом 𝑓(𝑢);

� отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропних параболiчних
рiвнянь з градiєнтною абсорбцiєю;

� доведено нерiвнiсть Гарнака зi сталою, яка не залежить вiд розв’язку, для
нелiнiйного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним членом;

� отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для розв’язкiв
анiзотропних параболiчних рiвнянь з абсорбцiйним членом вигляду 𝑢𝑞;

� отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для розв’язкiв
анiзотропних параболiчних рiвнянь з градiєнтним абсорбцiйним членом.

Всi основнi результати дисертацiї наведенi з повними i строгими математичними
доведеннями. Отриманi результати мають теоретичний характер, вони можуть
слугувати пiдґрунтям для проведення подальших наукових дослiджень у вiдпо-
вiднiй проблематицi та можуть бути використанi при розробцi, читаннi курсiв для
пiдготовки фахiвцiв з диференцiальних рiвнянь, математичної фiзики, а також
сумiжних напрямкiв.
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АНОТАЦIЯ

Шань М. О. Усувнi особливостi розв’язкiв анiзотропних параболiч-
них рiвнянь. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.01.02 - диференцiальнi рiвняння - Харкiвський нацiональ-
ний унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства освiти i науки України, Харкiв,
2019.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню асимптотичної поведiнки роз-
в’язкiв дивергентних нелiнiйних анiзотропних параболiчних рiвнянь в околi син-
гулярної точки. Дана задача ускладнюється тим, що загальна якiсна теорiя для
анiзотропних елiптичних i параболiчних рiвнянь не побудована. Крiм того, точ-
ний вигляд фундаментального розв’язку для таких рiвнянь невiдомий. Але не
зважаючи на це, було встановлено умови усувностi особливостi для анiзотропних
параболiчних рiвнянь i для таких рiвнянь з абсорбцiєю та градiєнтною абсорб-
цiєю, якi були отриманi за допомогою метода I.В. Скрипнiка точних поточкових
оцiнок розв’язкiв типу "нелiнiйного потенцiалу" , запропонованого ним для елiп-
тичних дивергентних квазiлiнiйних рiвнянь та адаптованого в поданiй роботi для
анiзотропних параболiчних рiвнянь.

Модельними випадками рiвнянь, якi дослiдженi, є анiзотропне рiвняння порис-
того середовища та це ж рiвняння з абсорбцiєю та градiєнтною абсорбцiєю. В
дисертацiйнiй роботi вдалося знайти унiверсальний пiдхiд в дослiдженнях влас-
тивостей розв’язкiв вказаних рiвнянь, який не залежить вiд значень показникiв
анiзотропiї.

Окремої уваги заслуговують оцiнки типу Келлера-Оссермана. Вони мають ба-
гато застосувань, у данiй роботi використанi для встановлення умов усувностi
особливостей для рiвнянь з абсорбцiйним членом та для отримання нерiвностi
типу Гарнака.

Ключовi слова: анiзотропнi параболiчнi рiвняння, абсорбцiя, градiєнтна аб-
сорбцiя, слабкi розв’язки, усувнiсть iзольованих особливостей, оцiнки типу Келле-
ра-Оссермана.

АННОТАЦИЯ

Шань М. А. Устранимые особенности решений анизотропных пара-
болических уравнений. - Квалификационная научная работа на правах руко-
писи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических
наук по специальности 01.01.02 - дифференциальные уравнения - Харьковский
национальный университет имени В. Н. Каразина Министерства образования и
науки Украины, Харьков, 2019.
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Диссертационная работа посвящена исследованию асимптотического поведе-
ния решений дивергентных нелинейных анизотропных параболических уравнений
в окрестности сингулярной точки. Данная задача осложняется тем, что общая ка-
чественная теория для анизотропных эллиптических и параболических уравнений
не построена. Кроме того, точный вид фундаментального решения для таких урав-
нений неизвестен. Но несмотря на это, были установлены условия устранимости
особенности для анизотропных параболических уравнений и для таких уравне-
ний с абсорбцией и градиентной абсорбцией, которые были получены с помощью
метода И.В. Скрыпника точных поточечных оценок решений типа "нелинейного
потенциала" , предложенного им для эллиптических дивергентных квазилиней-
ных уравнений и адаптированного в представленной работе для анизотропных
параболических уравнений.

Модельным случаем рассматриваемых уравнений является анизотропное урав-
нение пористой среды и это же уравнение с абсорбцией и градиентной абсорбцией.
В диссертационной работе удалось найти универсальный подход в исследованиях
свойств решений указанных уравнений, который не зависит от значений показа-
телей анизотропии.

Отдельного внимания заслуживают оценки типа Келлера-Оссермана. Они име-
ют много применений, в данной работе использованы для получения условий
устранимости особенностей для уравнений с абсорбционным членом и для полу-
чения неравенство типа Гарнака.

Ключевые слова: анизотропные параболические уравнения, абсорбция, гра-
диентная абсорбция, слабые решения, устранимость изолированных особенностей,
оценки типа Келлера-Оссермана.

ABSTRACT

ShanM. O. Removable singularities for solutions of anisotropic parabolic
equations.– Qualifying scientific work as a manuscript.

A thesis on the degree of Candidate of Science on specialty 01.01.02 - differential
equations – V. N. Karazin Kharkiv National University, Ministry of Education and
Science of Ukraine, Kharkiv, 2019.

The thesis is devoted to the study of asymptotic behavior of solutions of divergent
nonlinear anisotropic parabolic equations near a singular point. This problem is compli-
cated by the fact that a general qualitative theory for anisotropic elliptic and parabolic
equations is not constructed. The question of the possible removability of a singularity
is clearly due to the rate of growth of the solution near this point. Therefore, an
important step in the research of such problems is to obtain a priori estimates of the
solution near the singularity. In spite of the fact that the exact form of the fundamental
solution for such equations is unknown, the conditions for removability of singularity
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for the anisotropic parabolic equations and for such equations with the absorption and
gradient absorption terms were established. These conditions were obtained by the
method of precise pointwise estimates of solutions of type "nonlinear potential"which
was proposed by I. V. Skrypnyk for elliptic divergent quasilinear equations and adapted
in this paper for anisotropic parabolic equations.

The thesis consists of introduction, four sections, conclusions, list of references and
an appendix with the lists of published papers of the author.

First section is devoted to the survey and analysis of the literature. During the
review of the literature, current research areas and important open issues in this area
were identified, and the purpose of the work was formulated.

In the second section we study of nonnegative weak solutions of a quasilinear
parabolic equation in a divergent form model of which is anisotropic porous medium
equation

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖

= 0.

The condition of removability of isolated singularity is established for such equation.
We also obtain new precise integral and pointwise estimates near an isolated singularity.

In the third section weak solutions of anisotropic parabolic equations with absorption
and gradient absorption are investigated, pointwise upper bounds in terms of distance
to the boundary for these solutions are obtained. Such estimates are called estimates
of Keller-Osserman type. Estimates of this type play a crucial role in the theory of
existence or nonexistence of large solutions, in the problems of removable singularities
for solutions to elliptic and parabolic equations. Up to our knowledge all the known
estimates for large solutions to elliptic and parabolic equations are related with equations
for which some comparison properties hold. Anisotropic elliptic and parabolic equations
have been the object of very few works because in general such properties do not hold.
The main ones concern equations only in the precise choice of absorption term. Despite
of the lack of comparison principle, we give a proof of the Keller–Osserman a priori
estimates for solutions to quasilinear parabolic equations model of which are doubly
nonlinear anisotropic parabolic equation with absorption term, anisotropic porous
medium equation with absorption and gradient absorption
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We give more precise sub-estimate for solutions of doubly nonlinear anisotropic parabolic
equation with absorption under additional condition of absorption term. We also give
the Keller-Osserman type estimates for this equation in the case of a precise choice of
the absorption term, namely power and exponential function. Using these estimates
we give a simple proof of the Harnack inequality for solutions of evolution p-Laplace
equations with absorption term.

The forth section is devoted the question of the removability of isolated singularity
for the solutions of the equations, which were investigated in the previous section. Using
received earlier Keller-Osserman type estimates the removability of isolated singularity
for solutions of these equations has been proved.

The main difficulty lies in the fact that we consider anisotropic porous medium
equation in what some part of anisotropic exponents 𝑚𝑖 can be less than 1 (singular
case) and the other can be greater than 1 (degenerate case). These two cases are
typically considered separately in the literature, the definitions of the solution are
formulated separately for each case, the qualitative properties of the solutions are also
proves separately even in the isotropic case (𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛). In the thesis
we have found a universal approach in the study of the properties of solutions of the
anisotropic porous medium equation which does not depend on the values of anisotropic
exponents.

Keywords: anisotropic parabolic equations, absorption, gradient absorption term,
weak solution, removability of isolated singularity, Keller-Osserman type estimates.


