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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Теорiя самоспряжених та квазi-самоспряжених
розширень невiд’ємних симетричних операторiв грає важливу роль в теорiї
лiнiйних операторiв у гiльбертових просторах та її застосуваннях. Фунда-
ментальнi результати було отримано у роботах Дж. фон Неймана, К. Фрiд-
рiхса та М. Г. Крейна, М. I. Вiшика, М. Ш. Бiрмана. Фрiдрiхс довiв, що
напiвобмежений знизу симетричний оператор має принаймнi одне само-
спряжене розширення з тiєю ж нижньою межею. Використовуючи дробово-
лiнiйнi перетворення, Крейн звiв задачу до проблеми опису усiх самоспря-
жених стискаючих розширень нещiльно визначеного ермiтова стиску. Серед
усiх невiд’ємних самоспряжених розширень Крейн вiдмiтив два екстремаль-
них – максимальне (жорстке) та мiнiмальне (м’яке), у сенсi асоцiйованих
квадратичних форм. Пiзнiше Бiрман та Вiшик доповнили результати Крей-
на для додатно визначеного оператора.

Iнший пiдхiд це метод граничних трiйок, початок якому поклав
J. W. Calkin у 1939 роцi. Метод просторiв граничних значень або гра-
ничних трiйок для опису областей визначення напiвобмежених, зокрема
невiд’ємних, самоспряжених розширень, а також максимальних акретив-
них квазi-самоспряжених розширень невiд’ємних симетричних операторiв
отримав розвиток в працях М. I. Вiшика, Ф. С. Рофе-Бекетова, В. Е. Лян-
це, А. Н. Кочубея, М. Л. Горбачука та В. I. Горбачук, В. А. Михайле-
ця, О. Г. Сторожа, В. О. Деркача, М. М. Маламуда, Ю. М. Арлiнського,
Е. Р. Цекановського, С. О. Кужеля, Л. П. Нижника, J. F. Brasche, S. Hassi,
H. Neidhardt, H. S. V. de Snoo. В роботах В. О. Деркача та М. М. Мала-
муда отримано абстрактнi граничнi умови для невiд’ємних самоспряжених
та максимальних акретивних квазi-самоспряжених розширень у термiнах
введеної ними функцiї Вейля, пов’язаної з граничною трiйкою. У 2005 ро-
цi Арлiнський та Цекановський запропонували новий пiдхiд до опису усiх
невiд’ємних самоспряжених розширень невiд’ємного симетричного операто-
ра у внутрiшнiх термiнах.

В теорiї спектрального аналiзу лiнiйних операторiв та в теорiї диферен-
цiальних рiвнянь буває зручним представлення оператора (диференцiаль-
ного рiвняння) в дивергентнiй формi, тобто у виглядi добутку L∗

2L1, де
L1, L2 замкненi щiльно визначенi лiнiйнi оператори та L1 ⊂ L2. У працях
V. Prokaj, Z. Sebestyén та J. Stochel показано, що кожний невiд’ємний симет-
ричний оператор штучним чином може бути представлений у дивергентнiй
формi, а також отримано опис екстремальних самоспряжених розширень.
Дивергентна форма невiд’ємного симетричного оператора дозволяє, зокре-
ма, знайти граничну трiйку, зручну для опису невiд’ємних самоспряжених
розширень у термiнах абстрактних граничних умов.

В останнi 50 рокiв теорiя самоспряжених розширень невiд’ємного си-
метричного оператора з успiхом застосовується для дослiдження квантово-
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механiчних моделей точкових взаємодiй. Це моделi, що описують рух еле-
ментарної частинки у полi точкового потенцiала. Операторна постановка за-
дачi пов’язана з дослiдженням формального симетричного оператора (опе-
ратора Шредiнгера) – вiльного гамiльтонiана, збуреного дельта-функцiями
Дiрака, що зосередженi у точках взаємодiй. Для моделi з однiєю точкою
взаємодiї Березiн та Фаддєєв першими у 1961 роцi запропонували асоцiю-
вати iз дельта-збуренням вiльного гамiльтонiана самоспряженi розширення
невiд’ємного симетричного оператора з нульовими граничними умовами у
точцi взаємодiї. Моделi точкових взаємодiй вивчались в роботах S. Albeverio,
F. Gesztesy, R. Hoegh-Krohn, W. Kirsh, O. Ogurisu, G. Stolz, J. Weidmann,
В. М. Адамяна, Ю. М. Арлiнського, Ю. М. Березанського, А. Н. Кочубея,
А. С. Костенко, В. Д. Кошманенко, С. А. Кужеля, В. Е. Лянце, М. М. Ма-
ламуда, В. А. Михайлеця, Л. П. Нiжнiка та iнших.

Виявляється актуальним розвиток методу, запропонованого Арлiнським
та Цекановським, для опису усiх квазi-самоспряжених m-акретивних та m-
секторiальних розширень невiд’ємного симетричного оператора, дослiджен-
ня зображень невiд’ємних симетричних операторiв у дивергентнiй формi
та параметризацiя їх невiд’ємних самоспряжених розширень, опис усiх са-
моспряжених та квазi-самоспряжених розширень операторiв Шредiнгера
з дельта-потенцiалом, а також дослiдження властивостей систем дельта-
функцiй Дiрака.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiя
виконана згiдно з планами наукової роботи кафедри математичного аналiзу
Схiдноукраїнського нацiонального унiверситету iменi Володимира Даля та
в рамках держбюджетних тем "Аналiтичнi функцiї в спектральнiй теорiї
лiнiйних операторiв в гiльбертовому просторi" (номер державної реєстрацiї
№ 0108U000152), "Перетворення Шура для операторно-значних аналiтич-
них функцiй та його застосування до лiнiйних систем та проблеми моментiв"
(номер державної реєстрацiї № 0111U000039) та в рамках держбюджетної те-
ми "Спектральнi проблеми теорiї диференцiальних i рiзницевих операторiв"
(номер державної реєстрацiї №0115U000556) у Нацiональному педагогiчно-
му унiверситетi iменi М. П. Драгоманова.

Мета та задачi дослiдження. Основною метою дисертацiї є вста-
новлення нових властивостей невiд’ємних симетричних операторiв та
їх невiд’ємних самоспряжених розширень, нових методiв опису квазi-
самоспряжених m-акретивних та m-секторiальних розширень невiд’ємних
симетричних щiльно визначених операторiв та застосування отриманих
результатiв до симетричних операторiв у моделях квантової механiки,
пов’язаних з точковими взаємодiями. Задачами є:

• подальше дослiдження симетричних операторiв, що мають дивер-
гентне представлення, та їх невiд’ємних самоспряжених розширень,
зокрема, екстремальних розширень Фрiдрiхса та Крейна;
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• параметризацiя у внутрiшнiх термiнах усiх квазi-самоспряжених m-

акретивних та m-секторiальних розширень невiд’ємних симетричних
щiльно визначених операторiв;

• опис розширень симетричних операторiв у моделях точкових взає-
модiй у випадку нескiнченного числа точок взаємодiй, встановлення
критерiїв диз’юнктностi та трансверсальностi розширень Фрiдрiхса та
Крейна;

• дослiдження на базиснiсть Риса систем дельта-функцiй Дiрака у зами-
каннi їх лiнiйних оболонок в просторах Соболєва W−1

2 (R), W−2
2 (Rd),

d = 2, 3;

• побудова граничних трiйок та обчислення вiдповiдних функцiй Вейля
для спряженого мiнiмального оператора Шредiнгера у випадку нескiн-
ченного числа точкових взаємодiй на прямiй, на площинi та у просторi.

Методи дослiдження. У дисертацiї використовується та розвивається
пiдхiд Арлiнського-Цекановського до опису усiх невiд’ємних самоспряжених
розширень невiд’ємних симетричних операторiв, метод граничних пар та
трiйок для спряженого оператора, методи опису екстремальних розширень
операторiв у дивергентнiй формi.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiї отриманi та-
кi новi науковi результати:

• доведено, що кожний замкнений щiльно визначений невiд’ємний си-
метричний оператор Ȧ, що має диз’юнктнi невiд’ємнi самоспряженi
розширення, припускає нескiнченно багато факторизацiй у виглядi
Ȧ = LL0, де L0 – замкнений невiд’ємний симетричний оператор та L
його невiд’ємне самоспряжене розширення; схожа факторизацiя вста-
новлена для нещiльно визначеного замкненого невiд’ємного симетрич-
ного оператора з нескiнченними iндексами дефекту, у випадку скiн-
ченних iндексiв дефекту доведена неможливiсть факторизацiї такого
типу;

• наведена конструкцiя невiд’ємних щiльно визначених симетричних
операторiв L0 та їх невiд’ємних самоспряжених розширень L таких,
що dom (LL0) = {0}, зокрема, dom (L2

0) = {0};

• встановлено певний зв’язок просторiв Соболєва W 2
2 (Rd), d = 1, 2, 3,

W 1
2 (R \ Y ) та гiльбертова простору ℓ2, за допомогою якого отриманi

результати щодо базисностi Риса деяких систем функцiй;

• доведено, що системи дельта-функцiй Дiрака {δ(· − y), y ∈ Y ⊂ R} ⊂
W−1

2 (R), {δ(· − y), y ∈ Y ⊂ Rd, d = 2, 3} ⊂ W−2
2 (Rd) та {δ′(· − y), y ∈

Y } ⊂ W−2
2 (R), {δ(· − y), δ′(· − y), y ∈ Y } ⊂ W−2

2 (R) утворюють базиси
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Риса у своїх лiнiйних оболонках, якщо Y – зчисленна множина точок
у Rd та inf{|y − y′|, y, y′ ∈ Y, y ̸= y′} > 0;

• дослiджено властивостi диз’юнктностi та трансверсальностi розши-
рень Фрiдрiхса та Крейна мiнiмальних операторiв Шредiнгера, що вiд-
повiдають нескiнченному числу точкових взаємодiй: доведено транс-
версальнiсть для випадкiв δ, δ′ та δ− δ′ взаємодiй на прямiй; доведено
диз’юнктнiсть, але не трансверсальнiсть у випадку δ взаємодiй на пло-
щинi; доведено диз’юнктнiсть та встановлено критерiй трансверсаль-
ностi у випадку δ взаємодiй у просторi;

• розвинено метод Арлiнського-Цекановського для параметризацiї у
внутрiшнiх термiнах усiх квазi-самоспряжених m-акретивних та m-
секторiальних розширень невiд’ємного симетричного щiльно визна-
ченого оператора, у тому числi описано усi квазi-самоспряженi m-
акретивнi та m-секторiальнi гамiльтонiани, що вiдповiдають скiнчен-
ному числу δ′ взаємодiй;

• дано опис розширень Фрiдрiхса та Крейна операторiв у дивергентнiй
формi, зокрема, дано опис розширень Фрiдрiхса та Крейна мiнiмаль-
них операторiв Шредiнгера A0, A′ та H0, що вiдповiдають нескiнчен-
ному числу δ, δ′ та δ − δ′ взаємодiй на прямiй;

• однаковим чином побудовано граничнi трiйки та обчислено функцiї
Вейля для точкових взаємодiй на площинi та у просторi; побудовано
базиснi граничнi трiйки та надано параметризацiю усiх невiд’ємних
самоспряжених розширень для операторiв A0, A′ та H0.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисертацiї
мають теоретичний характер. Отриманi результати можуть бути застосованi
у теорiї розширень невiд’ємних симетричних операторiв та її застосуваннi
до задач математичної фiзики.

Особистий внесок здобувача. Визначення напрямку та плану дослiд-
жень, постановка задач та формулювання основних гiпотез належить науко-
вому керiвнику. Викладенi в дисертацiї основнi результати отриманi автором
самостiйно. У статтi [1] автору дисертацiї належить частина теореми 3, що
стосується m-акретивного розширення, та роздiл “1-D Schrodinger operator
with δ′ interactions” з теоремою 5. У статтi [3] автору дисертацiї належить
доведення теореми 3.4 та роздiл 4. У статтi [4] автору дисертацiї належить
доведення теореми 3.4 (для m-акретивного розширення) i твердження 3.8
та роздiли 4 i 5. У статтi [5] iдея конструкцiї в роздiлi 5 належить науко-
вому керiвнику, а її реалiзацiя – автору дисертацiї, теореми 1.1, 1.2 також
доведено автором.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-
лись на таких конференцiях:
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• Мiжнародна конференцiя – 21а Кримська осiння математична школа-

симпозiум (КРОМШ-2010), 17-29 вересня 2010 р., с. Батилiман, м. Се-
вастополь, Крим, Україна;

• Мiжнародна конференцiя по функцiональному аналiзу, присвячена 90-
рiччю В. Е. Лянце, 17-21 листопада 2010 р., м. Львiв, Україна;

• Мiжнародна конференцiя – VIII лiтня математична школа “Алгебра,
Топологiя, Аналiз та застосування”, 5-15 липня 2011 р., смт. Лазурне,
Херсонська область, Україна;

• 8а Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвячена 60-
рiччю вiд дня народження професора В. М. Усенка, 5-12 липня 2011 р.,
м. Луганськ, Україна;

• Мiжнародна конференцiя – 22а Кримська осiння математична школа-
симпозiум (КРОМШ-2011), 17-29 вересня 2011 р., с. Батилiман, м. Се-
вастополь, Крим, Україна;

• Мiжнародна конференцiя, присвячена 120-рiччю С. Банаха, 17-21 ве-
ресня 2012 р., м. Львiв, Україна;

• Кримська мiжнародна математична конференцiя (КММК-2013), 23 ве-
ресня – 3 жовтня 2013 р., м. Судак, Крим, Україна.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 7 статтях у
фахових виданнях [1]–[7] та у 7 тезах доповiдей на мiжнародних наукових
конференцiях [8]–[14].

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається зi вступу, ше-
сти роздiлiв, що подiленi на пiдроздiли, висновкiв та списку лiтератури, що
займає 10 сторiнок та мiстить 96 найменувань. Обсяг роботи складає 140
сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, сформульовано мету та задачi
дослiдження, вiдмiчено наукову новизну отриманих результатiв та наведено
їх апробацiю.

Перший роздiл мiстить огляд лiтератури за темою дисертацiї: теорiя
самоспряжених та квазi-самоспряжених розширень невiд’ємних симетрич-
них операторiв, оператори у дивергентнiй формi та їх екстремальнi розши-
рення, ланцюги оснащених просторiв.

З другого роздiлу починається викладення основних результатiв. У
другому роздiлi дослiджуються оператори у дивергентнiй формi та їх са-
моспряженi розширення, зокрема екстремальнi розширення Фрiдрiхса та
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Крейна. Нехай лiнiйнi оператори L1 та L2 задовольняють умови L1, L2 ∈
C(H,H) та L1 ⊂ L2, тодi оператор вигляду

A = L∗
2L1 (1)

називається оператором у дивергентнiй формi. У пiдроздiлi 2.1 розвинено
пiдхiд Арлiнського Ю. М. до опису екстремальних розширень операторiв у
дивергентнiй формi.

Теорема 2.1.1 Нехай оператори L1 та L2 задовольняють умови:

L1, L2 ∈ C(H,H), L1 ⊂ L2, domL1 = domL2 = H, (2)

та
dom (L1) ∩ dom (S2) щiльно у dom (L1). (3)

1) Якщо оператор A = L∗
2L1 щiльно визначений та його спряжений задано

рiвнiстю:
A∗ = L∗

1L2, (4)

тодi:

(i) D[A] = dom (L1), A[u, v] = (L1u, L1v), u, v ∈ dom (L1),

(ii) розширення Фрiдрiхса оператора A є оператор AF = L∗
1L1, тобто

dom (AF ) = {f ∈ dom (L1) : L1f ∈ dom (L∗
1)} ,

AF f = L∗
1L1f = L∗

1L2f, f ∈ dom (AF ),

(iii) розширення Крейна оператора A це оператор AK = L∗
2Pran (L1)L2,

тобто

dom (AK) = {f ∈ dom (L2) : Pran (L1)L2f ∈ dom (L∗
2)},

AKf = L∗
2Pran (L1)L2f, f ∈ dom (AK),

i
D[AK ] = dom (L2),
AK [u, v] = (Pran (L1)L2u, Pran (L1)L2v), u, v ∈ dom (L2),

(iv) розширення Фрiдрiхса та Крейна оператора A трансверсальнi.

2) Якщо оператор A = L∗
2L1 щiльно визначений, оператор L∗

1L1 є його
фрiдрiхсовим розширенням та в H є пiдпростором лiнiйний многовид

M := ker (L∗
1L2 + I), (5)

тодi A∗ = L∗
1L2.

Нехай оператори L0 та L задовольняють таку умову:
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(А) L0 – щiльно визначений замкнений невiд’ємний симетричний опера-

тор в H та L – його самоспряжене розширення.
У теоремi 2.1.3 доведено: якщо L2

0 щiльно визначений та (L2
0)

∗ = L∗2
0 ,

тодi
(LL0)

∗ = L∗
0L, (L0L)∗ = LL∗

0.

Далi, у теоремi 2.1.4 наведено конструкцiю базисних граничних трiйок та
дано опис усiх невiд’ємних самоспряжених розширень невiд’ємного симет-
ричного оператора у дивергентнiй формi.

Теорема 2.1.4 Нехай оператори L1 та L2 задовольняють умову (2)
та нехай сукупнiсть {H, G,Γ} є граничною трiйкою для пари операторiв
L1 ⊂ L2. Якщо оператор A = L∗

2L1 щiльно визначений та A∗ = L∗
1L2, тодi

1) гранична трiйка Π = {H,Γ, GPran (L1)L2} є базисною для A∗;

2) вiдображення

Θ 7→ AΘ := A∗ � Γ−1Θ = A∗ �
{
f ∈ dom (A∗) : (Γf,GPran (L1)L2f) ∈ Θ

}
встановлює бiєктивну вiдповiднiсть мiж усiма невiд’ємними само-
спряженими розширеннями AΘ оператора A та усiма невiд’ємними
самоспряженими вiдношеннями Θ в H.

У пiдроздiлi 2.2 наведено конструкцiї таких операторiв:
1) для довiльного пiдпростору M у H, dimM = dimM⊥ = ∞, наведена

конструкцiя обмеженого невiд’ємного самоспряженого оператора X з щiль-
ною областю значень такого, що M ∩ ran (X1/2) = M⊥ ∩ ran (X1/2) = {0}.
У роботi Шмюдгена показано, що для довiльного замкненого необмеже-
ного щiльно визначеного оператора B у H iснує пiдпростiр L такий, що
L ∩ dom (B) = L⊥ ∩ dom (B) = {0}. Тобто, для довiльного обмеженого
невiд’ємного самоспряженого оператора F з щiльною областю значень у H
iснує пiдпростiр L такий, що L ∩ ran (F 1/2) = L⊥ ∩ ran (F 1/2) = {0}.
2) Нехай X0 = X1/2PMX1/2, де PM – укорочений оператор Крейна,
H = M ⊕ M⊥, dimM = dimM⊥ = ∞, тодi A = X−1, A0 = X−1

0 –
щiльно визначенi невiд’ємнi необмеженi самоспряженi оператори такi, що
dom (A) ∩ dom (A0) = {0},

dom (A
1/2
0 ) ⊂ dom (A1/2), ||A1/2

0 φ|| = ||A1/2φ|| ∀φ ∈ dom (A
1/2
0 ). (6)

3) Визначимо

dom (L) := dom (A1/2), Lh = A1/2h, h ∈ dom (L),
dom (L0) := dom (A

1/2
0 ), L0g = A1/2g, g ∈ dom (L0).

(7)

Тодi L0 – щiльно визначений замкнений невiд’ємний симетричний оператор
та L його невiд’ємне самоспряжене розширення. До того ж, L∗

0L0 = A0,



8
L2 = A. Оскiльки dom (L∗

0L0) ∩ dom (L2) = {0}, то

dom (LL0) = {0}.

Зокрема, dom (L2
0) = {0}. Але L0L щiльно визначений у H та (L0L)F = L2,

(L0L)K = L0L∗
0, (L0L)∗ = LL∗

0.
Основними результатами другого роздiлу є результати пункту 2.2.2 –

це факторизацiя невiд’ємних симетричних операторiв. Дано параметриза-
цiю запису невiд’ємного симетричного оператора у дивергентнiй формi за
допомогою його диз’юнктних невiд’ємних самоспряжених розширень.

Теорема 2.2.6. Нехай Ȧ – щiльно визначений замкнений невiд’ємний
симетричний оператор в H, який має диз’юнктнi невiд’ємнi самоспряженi
розширення. Тодi Ȧ припускає нескiнченно багато факторизацiй вигляду:

Ȧ = LL0, (8)

де оператори L0 i L задовольняють умову (А), та iснує бiєктивна вiд-
повiднiсть мiж усiма факторизацiями оператора Ȧ у формi (8) та усiма
парами ⟨A0, A1⟩ диз’юнктних невiд’ємних самоспряжених розширень опе-
ратора Ȧ, що задовольняють умову (6). Ця вiдповiднiсть висловлюється
формулами (7). Бiльш того,

1) якщо iндекси дефекту оператора Ȧ скiнченнi, то необхiдно, щоб опе-
ратор L∗

0L0 спiвпадав з фрiдрiхсовим розширенням AF оператора Ȧ;

2) якщо iндекси дефекту оператора Ȧ нескiнченнi, то оператор L0 мож-
на обрати так, що L∗

0L0 спiвпадає чи не спiвпадає з фрiдрiхсовим роз-
ширенням оператора Ȧ;

3) якщо Ȧ припускає трансверсальнi невiд’ємнi самоспряженi розширен-
ня та якщо L2 трансверсальне до AF (зокрема, якщо L2 спiвпадає з
розширенням Крейна оператора Ȧ), то необхiдно, щоб оператор L∗

0L0

спiвпадав з фрiдрiхсовим розширенням оператора Ȧ.

У пунктi 2.2.3 доведено аналогiчну теорему для випадку нещiльно визна-
ченого симетричного оператора.

Теорема 2.2.7

1) Нещiльно визначений замкнений невiд’ємний симетричний оператор
iз скiнченними iндексами дефекту не припускає представлення у ди-
вергентнiй формi.

2) Нещiльно визначений замкнений невiд’ємний симетричний оператор
Ȧ з нескiнченними iндексами дефекту та такий, що має диз’юнктнi
самоспряженi розширення (оператори), припускає нескiнченно бага-
то факторизацiй:

Ȧ = LL0,
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де L0 – щiльно визначений замкнений невiд’ємний симетричний опе-
ратор та L – його невiд’ємне самоспряжене розширення.

У третьому роздiлi пiдхiд Арлiнського-Цекановського до опису усiх
невiд’ємних самоспряжених розширень щiльно визначеного невiд’ємного си-
метричного оператора у внутрiшнiх термiнах розвинено для опису усiх
квазi-самоспряжених m-акретивних та m-секторiальних розширень. Визна-
чимо в dom (S∗) скалярний добуток (f, g)+ = (f, g) + (S∗f, S∗g), та позна-
чимо гiльбертiв простiр dom (S∗) як H+. Нехай NF = H+ ⊖ dom (SF ) та
N0 := ran (S

1/2
F ) ∩ NF . Якщо N0 ̸= {0}, тодi оператор S має не єдине

невiд’ємне самоспряжене розширення. Визначимо на N0 невiд’ємну пiвто-
ралiнiйну форму ω0:

ω0[e, g] = (Ŝ
−1/2
F e, Ŝ

−1/2
F g)+.

Арлiнський та Цекановський дали опис усiх невiд’ємних самоспряжених
розширень щiльно визначеного невiд’ємного симетричного оператора у та-
кому виглядi:

Теорема 1.2.21 Оператор S має єдине невiд’ємне самоспряжене роз-
ширення тодi i тiльки тодi, коли N0 = {0}. Нехай N0 ̸= {0}, тодi формули

dom (S̃) = dom (S)⊕ (I + SF Ũ)dom (Ũ),

S̃(φ+ h+ SF Ũh) = SF (φ+ h)− Ũh, φ ∈ dom (S), h ∈ dom (Ũ),
(9)

дають опис бiєктивної вiдповiдностi мiж усiма невiд’ємними самоспря-
женими розширеннями S̃ оператора S та усiма (+)-самоспряженими опе-
раторами Ũ в NF , що задовольняють умову:

0 ≤ Ũ ≤ W−1
0 . (10)

Основним результатом третього роздiлу є наступна теорема, яка є уза-
гальненням теореми 1.2.21.

Теорема 3.1.1 Нехай S невiд’ємний щiльно визначений замкнений си-
метричний оператор. Iснує бiєктивна вiдповiднiсть мiж усiма квазi-само-
спряженими m-акретивними розширеннями S̃ оператора S та усiма (+)-
m-акретивними операторами Ũ в NF , що задовольняють умову:

ran (Ũ) ⊂ N0 та Re (Ũe, e)+ ≥ ω0[Ũe], ∀e ∈ dom (Ũ).

Ця вiдповiднiсть визначається формулами:

dom (S̃) = dom (S)⊕ (I + SF Ũ)dom (Ũ),

S̃(φ+ e+ SF Ũe) = SF (φ+ e)− Ũe, φ ∈ dom (S), e ∈ dom (Ũ).
(11)
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Розширення S̃, яке визначено формулами (11), є m-секторiальним тодi i
тiльки тодi, коли

оператор Ũ є (+)-m-акретивним в NF , ran (Ũ) ⊂ N0

та є секторiальною пiвторалiнiйна форма
τŨ [e, h] := (Ũe, h)+ − ω0[Ũe, Ũh], e, h ∈ dom (Ũ).

Замкнена форма S̃[·, ·], що асоцiйована з S̃, визначається наступними фор-
мулами, для u, v ∈ D[S], f, g ∈ D[Ũ−1]:

D[S̃] = D[S]u SFD[Ũ−1], S̃[u+ SF f, v + SF g] =

= (S
1/2
F u− Ŝ

−1/2
F f, S

1/2
F v − Ŝ

−1/2
F g) + Ũ−1[f, g]− ω0[f, g].

Розширення S̃ та SF диз’юнктнi тодi та тiльки тодi, коли оператор Ũ
має обернений, та трансверсальнi тодi та тiльки тодi, коли Ũ−1 – обме-
жений оператор.

Також встановлено критерiй екстремальностi для квазi-самоспряжених
m-акретивних розширень S̃.

Твердження 3.1.3 Наступнi умови є еквiвалентними:

1) квазi-самоспряжене m-акретивне розширення S̃ невiд’ємного симет-
ричного оператора S є екстремальним;

2) (+)-m-акретивний оператор Ũ в NF з (11) задовольняє умову:

ran (Ũ) ⊂ N0, Re (Ũh, h)+ = ω0[Ũh], ∀h ∈ dom (Ũ);

3) (+)-m-акретивний оператор Ũ в NF з (11) задовольняє умову:

ran (Ũ) ⊂ N0, Re ((ŨPŨ )
−1e, e)+ = ω0[e], ∀e ∈ ran (Ũ), (12)

де PŨ (+)-ортогональний проектор в NF на ran (Ũ).

У випадку симетричного оператора iз скiнченними iндексами дефекту
доведено таке твердження.

Твердження 3.2.1 Нехай невiд’ємний симетричний оператор S має
iндекси дефекту ⟨m,m⟩, m ∈ N, N0 = NF та нехай {e1, e2, ..., em} –
лiнiйний базис пiдпростору NF . Позначимо через G та W0 наступнi m×m
матрицi:

G = ||(ek, ej)+||mk,j=1, W0 = ||ω0[ek, ej ]||mk,j=1.

Iснує бiєктивна вiдповiднiсть мiж

1) усiма m-акретивними квазi-самоспряженими розширеннями S̃ опера-
тора S та усiма m×m матрицями U = ||ukj ||mk,j=1, що задовольняють
умову:

UG + GU∗ ≥ 2UW0U∗; (13)
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2) усiма m-секторiальними квазi-самоспряженими розширеннями S̃

оператора S та усiма m × m матрицями U = ||ukj ||mk,j=1, що задо-
вольняють умову:{

tgα · (UG + GU∗) + i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗,
tgα · (UG + GU∗)− i(UG − GU∗) ≥ 2tgα · UW0U∗.

Ця вiдповiднiсть дається формулами:

dom (S̃) =

{
φ+

m∑
j=1

λjej +
m∑

k,j=1

ukjλkSF ej , φ ∈ dom (S), λj ∈ C, j ≤ m

}
,

S̃

(
φ+

m∑
j=1

λjej +
m∑

k,j=1

ukjλkSF ej

)
= SFφ+

m∑
j=1

λjSF ej −
m∑

k,j=1

ukjλkej .

Якщо U = GW−1
0 , то вiдповiдне розширення є розширенням Крейна.

Четвертий роздiл присвячено встановленню та опису певного зв’язку
мiж просторами Соболєва та гiльбертовим простором ℓ2. У пiдроздiлi 4.1
розглянуто одновимiрний випадок. Нехай Y – скiнченна або зчисленна мо-
нотонна послiдовнiсть точок на R, яка задовольняє умову:

inf{|y′ − y′′|, y′, y′′ ∈ Y, y′ ̸= y′′} = d1 > 0. (14)

Нехай J – одна з множин Z, Z−, Z+ для випадку нескiнченного Y .
Твердження 4.1.1. 1) Якщо g ∈ W 2

2 (R), тодi {g(yj), yj ∈ Y },
{g′(yj), yj ∈ Y } ∈ ℓ2(J). Бiльш за те, iснує додатна константа c така,
що для усiх g з W 2

2 (R) справджуються нерiвностi:

∥{g(yj)}∥ℓ2(J) ≤ c∥g∥W 2
2 (R), ∥{g

′(yj)}∥ℓ2(J) ≤ c∥g∥W 2
2 (R).

2) Якщо {aj , j ∈ J}, {bj , j ∈ J} ∈ ℓ2(J), тодi iснує функцiя g з W 2
2 (R)

така, що g(yj) = aj , g
′(yj) = bj , ∀j ∈ J.

Твердження 4.1.3. 1) Якщо φ ∈ W 1
2 (R \ Y ), тодi {φ(yj + 0) − φ(yj −

0), yj ∈ Y } ∈ ℓ2(J).
2) Якщо a⃗ = {aj , j ∈ J} ∈ ℓ2(J), тодi iснує функцiя φ з W 1

2 (R \ Y ) така,
що φ(yj + 0)− φ(yj − 0) = aj , j ∈ J.

У пiдроздiлi 4.2 розглянуто дво- та тривимiрний випадки. Нехай Y =
{yj}j∈N – зчисленна множина точок у Rd, d = 2, 3, така, що

inf{|yj − yk|, j ̸= k} =: d∗(Y ) > 0. (15)

Твердження 4.2.1. Нехай Y задовольняє умову (15) та нехай {aj , j ∈
N} ∈ ℓ2(N), тодi iснує функцiя f(x) ∈ W 2

2 (Rd), d = 2, 3, така, що ||f ||2 = 1
та f(yj) = A · aj , ∀j ∈ N, A = const.
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П’ятий роздiл присвячено дослiдженню властивостей мiнiмальних опе-

раторiв Шредiнгера A0, A′ та H0 з δ, δ′ та δ − δ′ потенцiалами, вiдповiдно.
Нехай множина точок Y задовольняє умову (14). Розглянемо наступнi ди-
ференцiальнi оператори в L2(R):

dom (A0) =
{
f ∈ W 2

2 (R) : f(y) = 0, y ∈ Y
}
, A0 := − d2

dx2
, (16)

dom (A′) =
{
g ∈ W 2

2 (R) : g′(y) = 0, y ∈ Y
}
, A′ := − d2

dx2 , (17)

dom (H0) =
{
f ∈ W 2

2 (R) : f(y) = 0, f ′(y) = 0, y ∈ Y
}
, H0 := − d2

dx2 (18)

та
dom (L0) = {f ∈ W 1

2 (R) : f(y) = 0, y ∈ Y }, L0 = i d
dx ,

dom (L) = W 1
2 (R), L = i d

dx .

Оператор L0 є щiльно визначеним симетричним та його спряжений визна-
чається формулою dom (L∗

0) = W 1
2 (R \ Y ), L∗

0 = i d
dx . Отже L0 ⊂ L ⊂ L∗

0.
Оператори (16)–(18) та їх спряженi мають такий запис у дивергентнiй фор-
мi:

A0 = LL0, A
′ = L0L, H0 = L2

0, A
∗
0 = L∗

0L, A′∗ = LL∗
0, H

∗
0 = L∗2

0 .

Дано опис розширень Фрiдрiхса та Крейна операторiв A0, A′ та H0 у дивер-
гентнiй формi. Наприклад, для оператора A0:

dom (A0F ) =
{
f ∈ W 1

2 (R) : f ′ ∈ W 1
2 (R\Y ), f(y) = 0, y ∈ Y

}
,

dom (A0K) =
{
f ∈ dom (L) : Pran (L0)Lf ∈ dom (L)

}
=

=

{
f ∈ W 1

2 (R) : f ′ −
∑
k

1

dk
(f(yk+1)− f(yk))χk ∈ W 1

2 (R)

}
,

A0K = − d2

dx2 , A0F = − d2

dx2 .

Нехай

Φ = span {δ′(x− y), y ∈ Y } (замикання в W−2
2 (R)),

Ψ−1 = span {δ(x− y), y ∈ Y } (замикання в W−1
2 (R)),

Ω = span {δ(x− y), δ′(x− y), y ∈ Y } (замикання в W−2
2 (R)).

Використовуючи результати четвертого роздiлу, ми доводимо таке твер-
дження.

Твердження 5.1.1. Системи функцiй {δ(x− yj)}j∈J, {δ′(x− yj)}j∈J та
{δ(x − yj), δ′(x − yj)}j∈J утворюють базис Риса пiдпросторiв, вiдповiдно,
Ψ−1, Φ та Ω.

Спираючись на це, ми доводимо наступне твердження.
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Твердження 5.1.6. Розширення Фрiдрiхса та Крейна операторiв H0,

A′ та A0 є трансверсальними.
У пунктi 5.1.5 побудовано базиснi граничнi трiйки для операторiв A′, A0

та H0, та описано їх усi невiд’ємнi самоспряженi розширення. Наприклад,
для оператора A′:

Твердження 5.1.7. Нехай

H =

{
Cm, Y мiстить m точок,
ℓ2(J), Y нескiнченна,

dom (Γ) = W 1
2 (R \ Y ), Γu = {i(u(yj + 0)− u(yj − 0)), j ∈ J},

dom (G) = W 1
2 (R), Gf = {f(yj), j ∈ J}.

Тодi

(i) {H, G,Γ} - гранична трiйка для пари L ⊂ L∗
0;

(ii) гранична трiйка Π = {H,Γ, GL∗
0} є базисною для A′∗, де GL∗

0 визна-
чається спiввiдношенням GL∗

0f = {if ′(yj), j ∈ J}, f ∈ dom (A′∗);

(iii) вiдображення

Θ 7→ A′
Θ = A′∗ � {f ∈ dom (A′∗) :

({i(f(yj + 0)− f(yj − 0)), j ∈ J}, {if ′(yj), j ∈ J}) ∈ Θ}

встановлює бiєктивну вiдповiднiсть мiж усiма невiд’ємними само-
спряженими розширеннями оператора A′ та усiма невiд’ємними са-
моспряженими лiнiйними вiдношеннями Θ в H.

У пiдроздiлi 5.2 дано опис усiх m-акретивних гамiльтонiанiв, що вiдпо-
вiдають скiнченному числу δ′ взаємодiй на прямiй. Нехай

dom (A′) = {f ∈ W 2
2 (R) : f ′(yj) = 0, j = 1, ...,m}, A′ = − d2

dx2 . (19)

Теорема 5.2.1. Нехай оператор A′ визначенo формулами (19). Тодi фор-
мули

dom (Ã′) =

{
f0(x) +

m∑
j=1

λjgj(x) +
m∑

k,j=1

ukjλkhj(x)

}
,

f0(x) ∈ dom (A′), (λ1, ..., λm) ∈ Cm,

Ã′

(
f0(x) +

m∑
j=1

λjgj(x) +
m∑

k,j=1

ukjλkhj(x)

)
=

= − d2

dx2 f0(x) +
m∑
j=1

λjhj(x)−
m∑

k,j=1

ukjλkgj(x),

дають опис бiєктивної вiдповiдностi мiж
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1) усiма m-акретивними квазi-самоспряженими розширеннями Ã′ опе-

ратора A′ та усiма матрицями U = ||ukj ||mk,j=1, що задовольняють
умову:

UG + GU∗ ≥ 2UW0U∗,

2) усiма m-секторiальними квазi-самоспряженими розширеннями Ã′

оператора A′ та усiма матрицями U = ||ukj ||mk,j=1, що задовольня-
ють умову:{

tanα · (UG + GU∗) + i(UG − GU∗) ≥ 2 tanα · UW0U∗,
tanα · (UG + GU∗)− i(UG − GU∗) ≥ 2 tanα · UW0U∗,

де W0 = ||ωkj ||mk,j=1, G = ||gkj ||mk,j=1,

gkj =
π√
2
exp(− |yk−yj |√

2
)(cos

|yk−yj |√
2

− sin
|yk−yj |√

2
),

ωkj =
π√
2
exp(− |yk−yj |√

2
)(cos

|yk−yj |√
2

+ sin
|yk−yj |√

2
),

gj(x) = i
√

π
2 exp

(
− |x−yj |√

2

)
sin
(

|x−yj |√
2

)
,

hj(x) = i
√

π
2 exp

(
− |x−yj |√

2

)
cos
(

|x−yj |√
2

)
.

Шостий роздiл починається з опису у внутрiшнiх термiнах усiх
невiд’ємних гамiльтонiанiв, що вiдповiдають скiнченному числу точкових
взаємодiй на площинi.

У пiдроздiлi 6.2, використовуючи зв’язок просторiв Соболєва W 1
2 (Rd) та

W 2
2 (Rd) d = 2, 3, iз гiльбертовим простором ℓ2, ми доводимо таке тверджен-

ня.
Твердження 6.2.1. За умови (15) система дельта-функцiй {δ(x −

yj), x ∈ Rd}j∈N утворює базис Риса пiдпростору

ΦY,d := span{δ(· − y), y ∈ Y } (замикання в W−2
2 (Rd), d = 2, 3).

Теорема 6.2.10. Розширення Фрiдрiхса (AY,2)F (= Ad) та Крейна
(AY,2)K оператора AY,2 диз’юнктнi, але не трансверсальнi.

Теорема 6.2.11. Нехай

Mjk =

{
1−e−|yk−yj |

|yk−yj | , j ̸= k,

1, j = k.

Розширення Фрiдрiхса та Крейна оператора AY,3 диз’юнктнi. Вони транс-
версальнi тодi i тiльки тодi, коли оператор M , що визначений матрицею
∥Mjk∥j,k, обмежений на ℓ2(N).
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В останньому пунктi побудовано унiфiковану конструкцiю граничних

трiйок для A∗
Y,d для обох випадкiв d = 2 i d = 3, а також обчислено γ-

поле та функцiю Вейля. Використовуючи властивостi функцiї Вейля, ми
наводимо ще одне доведення диз’юнктностi та критерiй трансверсальностi
розширень (AY,d)F та (AY,d)K .

ВИСНОВКИ

У дисертацiї дослiджуються симетричнi оператори в дивергентнiй формi
та їх невiд’ємнi самоспряженi розширення, зокрема розширення Фрiдрiхса
та Крейна. Доведено, що кожний замкнений щiльно визначений невiд’ємний
симетричний оператор, що має диз’юнктнi невiд’ємнi самоспряженi розши-
рення, припускає нескiнченно багато факторизацiй вигляду LL0, де L0 –
замкнений невiд’ємний симетричний оператор та L його невiд’ємне само-
спряжене розширення; така факторизацiя встановлена для нещiльно визна-
ченого замкненого невiд’ємного симетричного оператора з нескiнченними iн-
дексами дефекту, а у випадку скiнченних iндексiв дефекту доведена немож-
ливiсть факторизацiї такого типу.

Розвивається пiдхiд Арлiнського-Цекановського для опису усiх квазi-
самоспряжених m-акретивних та m-секторiальних розширень невiд’ємного
симетричного оператора у внутрiшнiх термiнах. Дано параметризацiю усiх
невiд’ємних гамiльтонiанiв, що вiдповiдають скiнченному числу точкових
взаємодiй на площинi, та m-акретивних гамiльтонiанiв, що вiдповiдають
скiнченному числу точкових δ′ взаємодiй на прямiй.

У дисертацiї встановлено певний зв’язок просторiв Соболєва W 2
2 (Rd),

d = 1, 2, 3, W 1
2 (R\Y ) та гiльбертова простору ℓ2. За допомогою цього зв’язку

доведено, що системи дельта-функцiй Дiрака утворюють базиси Риса у своїх
лiнiйних оболонках у негативних просторах Соболєва. У дивергентнiй формi
дано опис екстремальних розширень Фрiдрiхса та Крейна мiнiмальних опе-
раторiв Шредiнгера, що вiдповiдають точковим δ, δ′ та δ–δ′ взаємодiям на
прямiй, доведена їх трансверсальнiсть та побудовано базиснi граничнi трiй-
ки i дано опис усiх невiд’ємних гамiльтонiанiв. Доведено диз’юнктнiсть, але
не трансверсальнiсть розширень Фрiдрiхса та Крейна мiнiмального опера-
тора Шредiнгера для випадку точкових взаємодiй на площинi; а для випад-
ку точкових взаємодiй у просторi доведено диз’юнктнiсть та дано критерiй
трансверсальностi. Унiфiковано побудовано базиснi граничнi трiйки та об-
числено функцiї Вейля для спряжених мiнiмальних операторiв Шредiнгера
для випадкiв точкових взаємодiй на площинi та у просторi.
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АНОТАЦIЯ

Ковальов Ю.Г. Невiд’ємнi самоспряженi розширення та моделi точ-
кових взаємодiй. – Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математич-
них наук за спецiальнiстю 01.01.01 – математичний аналiз. – Харкiвський
нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна, Харкiв, 2015.

Задача iснування та опису усiх самоспряжених та квазi-самоспряжених
розширень невiд’ємного симетричного оператора є предметом дослiдження
багатьох математикiв та має численнi застосування до моделей точкових
взаємодiй.

В дисертацiї вивчаються властивостi невiд’ємних симетричних опера-
торiв та їх невiд’ємних самоспряжених розширень у дивергентнiй формi.
Встановлюється критерiй представлення невiд’ємного симетричного опера-
тора в дивергентнiй формi за допомогою необмеженого невiд’ємного симет-
ричного оператора та його невiд’ємного самоспряженого розширення, та на-
дається параметризацiя такої факторизацiї.

Пiдхiд Арлiнського-Цекановського для опису усiх невiд’ємних самоспря-
жених розширень невiд’ємного симетричного оператора у внутрiшнiх тер-
мiнах розширюється для опису усiх квазi-самоспряжених m-акретивних та
m-секторiальних розширень невiд’ємного симетричного оператора.

В роботi встановлено певний зв’язок мiж просторами Соболєва та гiль-
бертовим простором послiдовностей ℓ2. За допомогою цього зв’язку доведено
базиснiсть Риса дельта-функцiй Дiрака у своїх лiнiйних оболонках.
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Вище зазначенi результати застосовуються для дослiдження моделей

точкових взаємодiй. Дано опис усiх невiд’ємних гамiльтонiанiв, що вiдпо-
вiдають точковим взаємодiям на прямiй, площинi та у просторi, та усiх
квазi-самоспряжених m-акретивних та m-секторiальних гамiльтонiанiв, що
вiдповiдають точковим взаємодiям на прямiй. Дослiджуються властивостi
диз’юнктностi та трансверсальностi екстремальних розширень Крейна та
Фрiдрiхса мiнiмальних операторiв Шредiнгера з дельта-потенцiалами.

Ключовi слова: самоспряженi розширення, квазi-самоспряженi розши-
рення, розширення Фрiдрiхса, розширення Крейна, оператор Шредiнгера,
дельта-функцiя, точковi взаємодiї, дивергентнiсть, симетричний оператор.

АННОТАЦИЯ

Ковалев Ю.Г. Неотрицательные самосопряженные расширения и мо-
дели точечных взаимодействий. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математичес-
ких наук по специальности 01.01.01 – математический анализ. – Харьков-
ский национальный университет имени В. Н. Каразина, Харьков, 2015.

Теория самосопряженных расширений неотрицательных симметриче-
ских операторов является предметом изучения многих математиков уже на
протяжении около 80 лет и имеет множество приложений, в том числе и
к моделям точечных взаимодействий в квантовой механике. Начало тео-
рии расширений было положено Дж. фон Нейманом, и получило развитие
в работах Фридрихса, Крейна. Фридрихс построил экстремальное расши-
рение с той же нижней гранью, как у исходного симметрического опера-
тора. В своей работе Крейн с помощью дробно-линейных преобразований
свел задачу к описанию всех сжимающих расширений неплотно заданного
эрмитова сжатия. Для положительно определенного симметрического опе-
ратора результаты Крейна дополнили Бирман и Вишик. Другой подход в
теории расширений это подход так называемых граничных троек и связан-
ных с ними функций Вейля. Этот подход активно развивали В. И. Горбачук,
М. Л. Горбачук, В. А. Деркач, А. Н. Кочубей, С. О. Кужель, В. Э. Лянце,
О. Г. Сторож, М. М. Маламуд, Ю. М. Арлинский, Э. Р. Цекановский и др.
Арлинским и Цекановским в 2005 году был предложен новый подход для
описания всех собственных неотрицательных самосопряженных расшире-
ний неотрицательного симметрического оператора во внутренних терминах
с использованием расширения Фридрихса.

В диссертации расширяется подход Арлинского-Цекановского для па-
раметризации всех квази-самосопряженных максимальных аккретивных и
максимальных секториальных расширений неотрицательного симметриче-
ского оператора во внутренних терминах. Получен критерий экстремально-
сти квази-самосопряженного максимального аккретивного расширения.

В теории дифференциальных уравнений и спектрального анализа линей-
ных операторов бывает удобно представление дифференциального уравне-
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ния или оператора в дивергентной форме (в виде произведения). V. Prokaj,
Z. Sebestyén и J. Stochel в своих работах показали, что каждый неотри-
цательный симметрический оператор искусственным образом может быть
представлен в дивергентной форме, и дали описание экстремальных самосо-
пряженных расширений. В работе P. A. Deift показано, что оператор Лапла-
са, Штурма-Лиувилля, электромагнитный и акустический операторы имеют
естественное представление в дивергентной форме.

В диссертации изучаются свойства операторов в дивергентной форме.
Для неотрицательного симметрического оператора в дивергентной форме
описаны экстремальные расширения Фридрихса и Крейна и ассоциирован-
ные с ними полуторалинейные формы, и исследованы их свойства дизъ-
юнктности и трансверсальности. Установлен критерий представления неот-
рицательного симметрического оператора и неплотно заданного эрмитова
оператора в дивергентной форме с помощью неограниченного неотрицатель-
ного симметрического оператора и его самосопряженного расширения, и да-
на параметризация такой факторизации. Построена конструкция двух опе-
раторов – плотно определенного неотрицательного симметрического и его
самосопряженного расширения таких, что область определения их суперпо-
зиции тривиальна, в частности квадрат построенного плотно определенного
неотрицательного симметрического оператора имеет нулевую область опре-
деления.

Установлена определенная связь пространств Соболева и гильбертова
пространства суммируемых в квадрате последовательностей. С помощью
этой связи доказана базисность Рисса дельта-функций Дирака в своих ли-
нейных оболочках в негативных пространствах Соболева. Описанные вы-
ше результаты применяются в исследовании моделей точечных взаимодей-
ствий. Описаны все неотрицательные гамильтонианы, соответствующие то-
чечным взаимодействиям на прямой, на плоскости и в пространстве, и все
квази-самосопряженные m-аккретивные и m-секториальные гамильтониа-
ны, соответствующие точечным взаимодействиям на прямой. Исследова-
ны свойства дизъюнктности и трансверсальности расширений Фридрихса
и Крейна минимальных операторов Шрёдингера с дельта потенциалами, а
именно, для случая прямой указанные расширения трансверсальны, в слу-
чае плоскости дизъюнктны, но не трансверсальны, и в случае пространства
они дизъюнктны и установлен критерий их трансверсальности.

Ключевые слова: самосопряженные расширения, квази-самосопряжен-
ные расширения, расширение Фридрихса, расширение Крейна, оператор
Шрёдингера, дельта-функция, точечные взаимодействия, дивергентность,
симметрический оператор.
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The problem of existence and description of all selfadjoint and all quasi-
selfadjoint extensions of a nonnegative symmetric operator has been investigated
by lots of authors and has many applications for point interactions models.

In the thesis, properties of nonnegative symmetric operators and their
nonnegative selfadjoint extensions in divergence form are investigated. A
criteria of representation of a nonnegative symmetric operator in divergence
form through unbounded nonnegative symmetric operator and his nonnegative
selfadjoint extension is obtained, a parametrization of this factorization is given.

The Arlinskii-Tsekanovskii approach for an intrinsic parametrization of
all nonnegative selfadjoint extensions of a nonnegative symmetric operator
extends for parametrization of all quasi-selfadjoint m-accretive and m-sectorial
extensions of a nonnegative symmetric operator.

In the thesis, certain connections between the Sobolev spaces and the Hilbert
space ℓ2 are obtained. The Riesz bases properties of Dirac’s delta-functions in
their linear span are proved using this connections.

Above results are applied for investigation of point interaction models.
Descriptions of all nonnegative Hamiltonians of point interactions on a line,
on a plane and in a space, and all quasi-selfadjoint m-accretive and m-sectorial
Hamiltonians of point interactions on a line are given. Properties of disjointness
and transversalness of the Friedrichs and Krein extremal extensions of minimal
Schrödinger operators with delta-potential are investigated.

Keywords: selfadjoint extensions, quasi-selfadjoint extensions, Friedrichs
extension, Krein extension, Schrödinger operator, delta-function, point interactions,
divergence, symmetric operator.
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